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Resumen

En este trabajo se reproduce por completo el analisis del flujo auto—similar detréds
de una onda de choque implosiva con simetria esférica en donde se excluye la gravedad,
la viscosidad y la radiatividad del gas. Este andlisis, conocido también como andlisis de
Guderley—Landau—Stanyukovich, sigue los pasos de la solucién al flujo auto—similar en la
explosién fuerte presentada por primera vez y en forma independiente por Sedov (1959) y
por Taylor (1950).

Se presenta el resultado de la imposién auto—similar en una nube tipica del medio
interestelar considerando en ella una densidad de particulas constante. Al observar los
parametros de la solucién para este caso se encuentra que en las ultimas etapas las canti-
dades hidrodinamicas del fluido detras del choque toman valores muy grandes. En particular
la velocidad del flujo tiende a infinito conforme la onda de choque se acerca al centro de la
nube.

Esto motiva a calcular la extension relativista de la implosién auto—similar con simetria
esférica. Utilizando el equivalente relativista de la explosiéon auto—similar esférica presenta-
da por Blandford y McKee (1976), seguimos los mismos pasos que en el caso no-relativista
para obtener la solucion al problema de la implosién.

El analisis relativista se aplica nuevamente al caso de la implosién auto—similar en una
nube del medio interestelar. En este caso las presiones externas requeridas para generar la
onda de choque son mucho mayores que en el caso no-relativista.

Por tultimo se presentan los posibles ambientes astrofisicos donde una implosién tiene
lugar. En un andlisis de la estabilidad gravitacional del fluido chocado se encuentra que
la formacion estelar es improbable para una onda de choque hidrodindmica de este tipo.
Se concluye que con el objetivo de explicar a detalle la formacién estelar es necesario
considerar los campos magnético y gravitacional asi como la radiacién del gas en el proceso

de implosion.






Notacion

En el presente trabajo se utilizan los simbolos:

p = densidad de masa
v = velocidad
p = presion
T = temperatura
a = velocidad del sonido
c = velocidad de la luz
M = nimero de Mach
€ = energia interna no-relativista por unidad de volumen
€ =¢/p energfa interna no-relativista por unidad de masa
s = entropia por unidad de masa (entropia especifica)
w = entalpia especifica
v=(1- (1;/0)2)1/2 , factor de Lorentz
n = numero de particulas por unidad de volumen propio
e = energia interna relativista por unidad de volumen propio
w = entalpia relativista por unidad de volumen propio
o = entropia por unidad de volumen propio

k = indice politrépico

Se considera implicita la suma sobre indices repetidos. Los indices latinos en vectores
toman valores 1,2 6 3 en referencia a las dimensiones espaciales, (!, 22, 23) = (x,y, 2). Los
indices griegos a, 3, ... toman valores 0, 1, 2 6 3 refiriéndose al tiempo 2° = ct y espacio,
z® = (ct,z"). El tensor métrico para el espacio-tiempo de Minkowski es oo = 1, 1;; = —1

para ¢ = j y 1;; = 0 cuando 7 # j.






Introduccion

Las ondas de choque en hidrodindmica se producen por discontinuidades en la presion
o la energia interna del flujo de un gas. Cuando los gradiantes de presién son muy pro-
nunciados, el gas experimenta velocidades supersonicas mientras avanza sobre el fluido a
menor presion.

En el estudio astrofisico de la interaccién entre ondas de choque hidrodinamicas y el
medio ambiente sobre el cual se propagan, la interaccién con nubes de gas ha sido un tema
recurrente. Los intervalos de energia observados en los choques astrofisicos varian desde
los choques débiles de vientos estelares —con velocidades de propagaciéon v, < 10km s,
hasta los choques fuertes provocados en explosiones de supernovas —donde el choque avanza
sobre el medio interestelar (MIE) con velocidad v, ~ 1000km s~! (McKee y Hollenbach,
1980). En el caso extremo de flujos supersénicos, se encuentran los jets producidos en radio—
galaxias cuyo gas se mueve a velocidades comparables a la velocidad de la luz (Begelman
et al., 1984).

Las ondas de choque en el cosmos son detectadas por la radiacién que emiten. Al
calentar el gas del medio interestelar, las ondas de choque dibujan una estela radiativa
detras de ellas que por lo general ioniza al gas no chocado. El gas chocado se enfria mediante
distintos procesos que, dependiendo de la temperatura, emiten radiacion caracteristica del
estrato post—choque.

En muchos casos, sin embargo, el tipo de radiacién observada detras de una onda de
choque es indicativa de obstdculos en el flujo del gas chocado. En el caso de los choques de
mayor dimensién, se considera que las nubes del MIE con mayor densidad son asaltadas
por el choque sin destruirse. Esto genera ciertas inhomogeneidades observadas en el gas
chocado (Mckee y Cowie, 1975).

Las evidencias observacionales de tal efecto tienen lugar tanto en el gas detrds de una
supernova (Reynolds y Ogden, 1978), como en el gas detrds de los chorros de gas o jets
generados en radiogalaxias (Best et al., 1996). En ambos casos se han desarrollado modelos
de interaccién de las nubes de gas con el choque (ver por ejemplo Mckee y Cowie, 1975;
Mendoza, 2000). En ellos, sin embargo, no se considera la posible implosién hidrodindmica
que puede sufrir la nube en su interaccién con el gas chocado (Woodward, 1976).

El estudio del gas detras de una onda de choque y su interaccién con una nube fria del
MIE es de gran importancia en astrofisica. Este tipo de sucesos resulta de alguna manera

favorable en la induccién del colapso gravitacional de la nube resultando en la formacion
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de nuevas estrellas.

En el presente trabajo se considera la interaccién més simple que puede ocurrir entre
una nube fria del medio interestelar con el gas caliente que sigue a una onda de choque
de alta energia. Para tal efecto suponemos que una nube esférica se encuentra inmersa en
el gas chocado y que la diferencia de presiones entre los dos medios es tan grande que se
genera una discontinuidad en la presién al borde de la nube. La hidrodindmica del gas en
tales discontinuidades para los casos newtoniano y relativista se describe en los capitulos I
y III de este trabajo.

En ambos casos la discontinuidad de presiones entre el gas de la nube y el gas envolvente
produce una onda de choque implosiva con simetria esférica que avanza sobre la nube.
Utilizando la aproximacién del flujo adiabético no radiativo ni auto—gravitante se presenta
el anélisis del choque que converge a un punto para el caso no-relativista ( ver capitulo II).
Para el caso de velocidades de flujo cercanas a la velocidad de la luz, como sucede en el gas
dentro de los jets de nucleos de galaxias activas, el andlisis de la implosion en el dominio
de la relatividad especial se describe en el capitulo IV.

El objetivo principal de esta tesis es caracterizar la implosiéon de una nube en el mayor
intervalo de energias posible. Con los valores asintéticos de las cantidades hidrodindmicas
en la nube chocada se evaluard la estabilidad gravitacional del gas (ver capitulo V). Con
esto se considerard la posibilidad de formacién de nuevas estrellas.

Un segundo objetivo en la descripcién relativista de este fenémeno es completar la
explicacién del tipo de radiacién alineada en éptico y radio que se observa a lo largo de los
chorros de material expulsado por el nucleo de las radio—galaxias (Best et al., 1996). La
radiacién observada a grandes distancias del nucleo de las galaxias activas, es indicativa
de obstaculos en la trayectoria de los chorros o jets generados en el nicleo (ver figura 1).
Los mecanismos de formacion de estos nudos a lo largo de los jets extragalacticos no estan
muy bien entendidos.

A escalas estelares, la presencia de radiacién observada a lo largo de los chorros se
explica de manera distinta. Los llamados nudos en los jets estelares tienen su origen en
el choque del gas propio del jet y el ambiente del medio interestelar y en los choques
internos del jet mismo. Una de las causas de radiaciéon son los choques internos en los
jets que producen expansién y recolimacién del jet a lo largo de su trayectoria (e.g. Canto
et al., 1989). En modelos més sofisticados se han considerado variaciones temporales en
la expulsiéon de masa en los chorros estelares. Esto parece ajustar correctamente a las

observaciones de jets en objetos HH (ver por ejemplo Masciadri et al., 2002).
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La radiacién anisotrépica y con patrones poco definidos en el caso de los jets extra-
galacticos nos motiva a considerar el caso alternativo de la interaccion del jet con una nube

de gas como describimos también en el ultimo capitulo.
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Figura 1: Imagenes del radiotelescopio UKIRT sobrepuestas a imagenes del telescopio
espacial Hubble para radiogalaxias del catalogo 3C. A lo largo de los jets se observa un
alineamiento en la radiacién en las bandas éptica y de radio. Los contrastes en el espectro
de tal radiacién indican la existencia de choques a lo largo de los jets (Best et al., 1996).




Capitulo I

Ondas de choque y flujo similar

La inspiracion existe
pero tiene que encontrarse trabajando.

P. Picasso

En este capitulo se presentan las leyes de conservacién en la mecanica de fluidos no—
relativista. Dichas leyes son utilizadas en la descripcién de discontinuidades que se presen-
tan en un fluido. En particular se analizan las discontinuidades conocidas como ondas de
choque. Después de enunciar las condiciones para generar una onda de choque y su efecto
sobre el flujo unidimensional, se describe el movimiento sujeto a parametros caracteristicos:

el flujo auto—similar.

§1. Dinamica de fluidos ideales

En la descripcién del movimiento de un fluido se deben considerar las cantidades conser-
vadas en su trayectoria. Para determinar formalmente las caracteristicas del flujo tomemos
un elemento de fluido, es decir, un volumen de fluido mucho méas pequeno que el fluido en
consideracion. Este elemento de fluido es lo suficientemente grande para que en su descrip-
cién no sea necesario considerar la interaccién de cada particula que compone al fluido.
Cada elemento de fluido estd caracterizado por dos cantidades termodinamicas, la presién
p v la densidad p. Cualquier otra cantidad termodindmica se puede calcular mediante la
ecuacién de estado y las leyes de la termodindmica. El movimiento del fluido esté descrito

por el campo de velocidades v.
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La conservacién de masa o ecuacion de continuidad, expresa que en ausencia de fuentes
o sumideros, la masa que entra en un volumen fijo debe ser la misma que sale. En otras
palabras
dp

ot + V- (pv) =0. (1.1)

Integrando esto sobre un volumen fijo {2 se obtiene,

%/pdv = — %pv- dA. (1.2)

N o2

Esta es la forma integral de la ecuacién de continuidad e indica que el cambio de masa en
un volumen {2 es igual a la cantidad de fluido que entra, menos la que sale a través del
area que lo limita 0f2.

En la dindamica de gases ideales, es decir, gases en los que la conductividad térmica y la
viscosidad son efectos despreciables en el movimiento del fluido, la ecuacién de movimiento

de un elemento de fluido es la llamada ecuacion de FEuler,

dv 1

— = —-Vp. 1.3

= VP (1.3)
Esta ecuacion representa la segunda ley de Newton para fluidos. La cantidad pdv /dt es
la aceleracién multiplicada por la masa por unidad de volumen de un elemento de fluido.
El gradiente de presién representa entonces la fuerza por unidad de volumen que se ejerce
sobre un elemento de fluido determinadof .

Por otra parte, la ecuacién de conservacién de la entropia
ds
— =0, 1.4
o (1.4)
impone un movimiento adiabatico de cada elemento del fluido.

En las dos ecuaciones anteriores, la derivada temporal d/dt = 0 /0t + v-V es el
cambio total en el tiempo de cualquier cantidad en un elemento de fluido. Esta derivada

es la derivada total o Lagrangiana.

A partir de estas tres ecuaciones se pueden construir dos ecuaciones de conservacién

T En el presente trabajo, la descripcién del flujo no incluye a la fuerza de gravedad del gas mismo. La
justificacién de tal aproximacién se presenta en el ultimo capitulo.
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que comparten la estructura de la ecuacién (1.1) (Landau y Lifshitz, 1987). La primera es

la conservacion de energia,

% (%mﬂ - pe> =-V. [p'v (%vz + w>] : (15)

en donde ¢ es la densidad de energfa interna por unidad de masal . La densidad de energia
(energfa por unidad de volumen) est4 dada por pv?/ 2+ pe, y por lo tanto el flujo de energia
es pv (v2/ 2+ w), con w = ¢+ p/ p la entalpia por unidad de masa del fluido.

Al integrar la ecuacién (1.5) sobre un volumen fijo {2 y usando el teorema de Gauss se

%/(%Pvz +pe> dv = —7{ [pv <%v2 +w>] -dA. (1.6)
802

n

obtiene

En esta igualdad el miembro izquierdo es la taza de cambio de energia en el volumen 2.
El segundo miembro es la energia neta que entra al volumen por la superficie 92 que lo
envuelve.
De la misma forma se puede construir una ecuaciéon de conservacién de momento.
Definimos la densidad de momento como pv, con lo que
Opvi) _ Ol

ot oxy (1.7)

donde v; es la componente i—€ésima de la velocidad y el flujo de momento es un tensor de
rango—2 dado por Il = pd;r + pv;vE, con d; el tensor unitario.

Integrando la ecuacién (1.7) sobre un volumen fijo {2 se obtiene

%/pvi dV =— %sz dAk, = — %Hlknk dA, (18)
9 o192 o2

donde se ha introducido dA; = niydA con n un vector unitario normal al area 0f2. El lado
izquierdo de la expresién anterior es la taza de cambio del momento total contenido en el
volumen {2. De aqui que II;;n; represente el flujo de la componente i—ésima del momento

a través del area cuyo vector normal es ny.

T Esta energfa interna tiene una expresién bien conocida en termodindmica: de = T'ds — PdV = T'ds —
P/p*d(1/p).
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Las ecuaciones de conservacion de masa, energia y momento presentadas son de gran
importancia en la dindmica de gases con discontinuidades como veremos en la siguiente

seccion.

§2. Superficies de discontinuidad

Para comenzar con el estudio de las discontinuidades en los flujos debemos considerar los
cambios que experimentan los fluidos en su dindmica al ser perturbados. Una perturbacién
dp en la presién es una compresiéon cuando op > 0 y una descompresién (también llamada
rarefaccion) si 0p < 0 en el punto de la perturbacion.

Las perturbaciones a primer orden en las cantidades fisicas de un fluido ideal generan
ondas que se propagan a la velocidad del sonido (Landau y Lifshitz, 1987). a = (9p / Op) ;/ 2
donde s es la entropia especifical . Esta es la velocidad de propagacién de la informacién
en fluidos.

Cuando un fluido presenta cambios drasticos en las cantidades fisicas que lo describen,
los gradientes pueden ser tan grandes que generan discontinuidades. Estas discontinuidades
son superficies en las que cualquier elemento de fluido que las atraviesa cambia discontin-
uamente de un estado definido por el conjunto de valores pi, p1, v1 a otro pa, pa, vo. Los
posibles estados que puede alcanzar un elemento al atravesar una discontinuidad no son
arbitrarios y estan regidos por las ecuaciones de conservacion presentadas en la seccién §1.

Existen multiples situaciones en las que una discontinuidad tiene lugar en un flujo. Con-
sideremos un tubo cilindrico que contiene un gas en reposo. Supongamos que una de las
paredes del cilindro es un pistén que sella al tubo (ver figura I.1). Al empujar suavemente
el pistén se genera una onda que viaja con la velocidad del sonido y cambia la presién en el
gas de manera continua. Si el piston es empujado fuertemente de tal manera que su veloci-
dad sea supersénica, los gradientes de presién son tan grandes que se genera una superficie
de discontinuidad delante del pistén que se denomina onda de choque. La clasificacion de
las discontinuidades que pueden existir en un fluido se presenta en la secciéon §3. Por lo
pronto basta indicar que un elemento de fluido que atraviesa una onda de choque cambia
su presion considerablemente. Lo mismo ocurre con el resto de las cantidades hidrodinami-
cas. El gas chocado (i.e. gas detrds de la superficie de discontinuidad) se propaga en este

caso con la velocidad del piston. En la descripciéon matemaética del flujo, las superficies de

T Cuando hablamos de perturbaciones que viajan a la velocidad del sonido con respecto al fluido, no nos
referimos a aquellas que viajan con el fluido como la vorticidad y la entropfia.
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Figura I.1: Cilindro moviéndose a velocidad supersénica V. La presién ps impartida por
el pistén genera una superficie de discontinuidad. Un elemento de fluido que atraviesa esta
superficie pasa del estado (v1,p1, p1) al estado (ve, p2, p2) de manera discontinua.

discontinuidad representan fronteras para el andlisis del fluido tanto detras como delante
de la superficie.

El flujo de masa, energia y momento deben ser conservados al cruzar la discontinuidad.
Para mostrar esto consideramos un sistema de referencia donde la discontinuidad se en-
cuentre fija y perpendicular a uno de los ejes coordenados. Sin pérdida de generalidad, en
lo sucesivo tomaremos al eje x como el eje perpendicular a la superficie de discontinuidad.

La descripciéon del flujo en la discontinuidad se aproxima considerando el gas ideal ya
que la viscosidad del gas es despreciable cuando este se desplaza a velocidades comparables

a la del sonido a (Landau y Lifshitz, 1987) .

La figura 1.2 muestra un volumen cerrado {2 que intersecta la discontinuidad. Consid-
eremos que el fluido es estacionario, i.e. 9/90t = 0. De esta manera la ecuacién (1.2) queda

como
y{pv dA = 0. (2.1)
of?

Si ahora hacemos tender a cero el radio y la altura del cilindro {2, entonces la integral de

la ecuacién (2.1) tiende a

}{pv dA = — (p1v1z — pave,) = 0. (2.2)
92

Si denotamos la diferencia de valores de cualquier cantidad hidrodindmica g antes y después

 en el problema particular que nos ocupa, veremos que el tiempo dindmico de la implosién Timp €N UNA
nube, es mucho menor al tiempo de enfriamiento 7.,y y al tiempo de Jeans 7.,; del mismo gas. Esto justifica
la eleccién del flujo adiabatico de un gas ideal sin gravedad.
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de la discontinuidad como [g] = ¢1 — ¢2, la ecuacién (2.2) puede escribirse de la forma
[pv.] =0. (2.3)

Del mismo modo se puede ver (Landau y Lifshitz, 1987) que la conservacién del flujo de

energia y el flujo de momento en todas sus componentes estdn dados respectivamente por

[pvx(%v2 + w)} =0, (2.4)
[p+ pvZ] =0, (2.5)
[pvzvy] = 0, [pvzv;:] = 0. (2.6)

- 2
2 1]1
P22 ("72 + wz) ! (7 + “’1)

Figura I.2: Sobre la superficie de discontinuidad estacionaria, representada por la linea
curva, se traza un volumen infinitesimal {2 en el que se integran las ecuaciones de conser-
vacién. Cuando el radio y la altura del cilindro tienden a cero, las integrales (1.2), (1.6) y
(1.8) se reducen a igualar el flujo en las tapas ndA en ambos lados de la discontinuidad
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§3. Ondas de choque

De las condiciones de frontera arriba enunciadas se pueden derivar dos tipos distintos
de discontinuidades. El primero corresponde a una discontinuidad a través de la cual no
hay flujo alguno de masa en la superficie. Utilizando la ecuacién (2.3) y escribiendo v = v,

se sigue que v; = vy = 0 . Con esto y usando las ecuaciones (2.4) y (2.5) se obtiene que
[p] = 0.

Las componentes de la velocidad tangenciales a la superficie, v, y v,, aceptan cualquier
diferencia entre ambos lados de la discontinuidad (Landau y Lifshitz, 1987). Este tipo de
discontinuidades se denominan discontinuidades tangenciales.

Las discontinuidades en las que las particulas de fluido si atraviesan la discontinuidad
se llaman ondas de choque. En ellas la caracteristica pyv; = pove # 0 implica, de acuerdo a
las igualdades (2.3) y (2.5), que las velocidades tangenciales v, y v, son continuas a través
de la onda de choque. Las demés condiciones de conservacién estan dadas por las siguientes

condiciones de salto,

P11 = p2u2 = J, (3.1)
p1+ p1vi = pa+ pavi, (3.2)
1 1
51}% +w = 52}% + wy, (3.3)

donde j representa el flujo de masa a través de la superficie. De estas igualdades se sigue
que (Landau y Lifshitz, 1987):

v1 — vy =v/(p2 — p1)(Vi — Va), (3.4)

1
€1 — €2 = — §(V1 — Va)(p1 + p2), (3.5)

donde V' = 1/p es el volumen especifico.

Debido a que la entalpia w = € + pV, la ecuacién (3.5) puede escribirse también como
1
wy) — wg = — §(V2+V1)(p2—p1)- (3.6)

Las ecuacién (3.6) se conoce como adiabdtica de Hugoniot o adiabdtica del choque.
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Dado un estado inicial del gas (V4, p1) y conociendo la ecuacién de estado del gas en
ambos lados de la discontinuidad, la relaciéon (3.6) determina de manera tnica el punto
(Va, po) para el gas chocado .

Para una onda de choque débil, donde las diferencias ps — p1 y p2 — p1 son cantidades

de primer orden, la ecuacién (3.1) junto con la ecuacién (3.4) implican que

Vi = \/=VR(2 — p1)/ (Vi = Va) = v/(8p/0p)s. (3.7)

de aqui se sigue que las velocidades del flujo son tales que v; = v9 = jVi = a.
Cuando el fluido atraviesa la superficie de discontinuidad, la entropia por unidad de
masa s aumenta, so > s1. Esto determina la direccién del flujo a través de la onda de

choque. De aqui se puede mostrar que (Landau y Lifshitz, 1987)
D2 >p1,
por lo tanto, utilizando las ecuaciones (3.1) a (3.3), se obtiene
vy > ay, vg < ag.
De esta manera y utilizando nuevamente las ecuaciones (3.1) a (3.4) se tiene que
Vi> Vs, V1 > v9.

En resumen, cuando un elemento de fluido pasa a través de una onda de choque del
estado (p1,V1) al estado (p2,V2) este sufre una compresiéon. En otras palabras, su pre-
sién, densidad y temperatura aumentan y su velocidad disminuye cambiando de un valor
supersonico a subsoénico.

Consideremos ahora un gas ideal que fluye adiabaticamente en las etapas anterior y
posterior a la onda de choque. La ecuacion de estado del gas ideal puede escribirse como
(Stanyukovich, 1960)

p= bl (338)

 En el caso de las ondas de choque llamaremos al gas que aun no ha sido alcanzado por la discontinuidad,
gas no chocado. Las cantidades hidrodindmicas que lo describen estdn etiquetadas con el subindice 1. Al
gas que ha cruzado lo llamamos gas chocado o posterior al choque. Las cantidades hidrodindmicas de este
gas estaran etiquetadas con el subindice 2.
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donde ¢, representa el calor especifico a volumen constante y x = ¢, /¢, es un indice que se
mantiene constante a lo largo del flujo. En particular, para un gas monoatémico k = 5/3
y en un gas diatémico k = 7/5. De la ecuacién (3.8) se observa que en el movimiento
adiabdtico se cumple la relacién politrépica p/p" =const. en cada elemento de fluido! . Con
esto y utilizando la primera ley de la termodinamica se observa que la energia interna del

gas estd dada por
e=pV/(k—1)=a?/r(k —1). (3.9)

Substituyendo esta ultima expresién en la ecuacién (3.5) se obtiene

Vi (s+Dpi+(k—1)po (3.10)

Vo (k=TDpi+(k+1)po’

Debido a que en un gas ideal Ty /Ty = (PV3) / (P1V1), entonces la ecuacién (3.10) es
también

Ty ps(n+ Dpi+ (k= Dpo

Ty pr(k—1)p1+ (k+1Lp2’ (3-11)

Las velocidades antes y después del choque son en este caso (Landau y Lifshitz, 1987)

v = %Vl {(k = Dp1 + (5 + L)pa}, (3.12)
vy = %Vl {(& +Dp1 + (& = Vpa} /{(k = Dp1 + (5 + D)p2}, (3.13)

cuya diferencia estda dada por

v —v2 =v/2Vi(p2 — p1)/V/ (5 — D)p1 + (5 + 1)p2. (3.14)

Se dice que una onda de choque es fuerte si (k + 1)p1 < (k — 1)p2. En este caso las

 Los procesos politrépicos son cambios de estado en los que se conservan calores especificos constantes,
i.e. dQ/dT = const. Esto incluye en particular a los procesos adiabdticos donde esta constante es cero
(Chandrasekhar, 1989).
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condiciones de salto en la discontinuidad se reducen a (Landau y Lifshitz, 1987)

Voo ;1 k=1

Vo _r-l 3.15
1%} P2 k+1 ( )
o  (k—1)po

— == 3.16
T (k+1)ps (8.16)

La ecuacion (3.15) muestra que el cociente de densidades es finito atin cuando el cociente
de presiones crezca ilimitadamente. No obstante, el cociente de temperaturas se incrementa
sin limite tan rdpido como pa/p;. De las ecuaciones (3.12) y (3.13) se sigue ademds que las

velocidades tienden al infinito como la raiz de la presién

o=\ Vi = D) (3.17)

Las condiciones de frontera para ondas de choque de gran energia seran ttiles en los casos

a estudiar en el capitulo siguiente.

84. Flujo auto-similar en una dimension

Consideremos el flujo de un gas de tal modo que la simetria del problema nos permita
analizarlo en una dimensién. Por ejemplo, un problema con simetria cilindrica o esférica.
En el andlisis hidrodindmico de un gas ideal utilizamos la descripciéon Euleriana dada por
las ecuaciones (1.2), (1.3) y (1.4). Para el flujo adiabatico unidimensional nos valemos de
la ecuacién de estado (3.8) para escribir las ecuaciones como

Oln p Olnp Ov

v
5 Vo Tt =0

o ,ov, 10 _
ot or  por

0 P 0 P\
i () e () =

donde v toma el valor 1, 2 o 3 dependiendo si 7 es la dimensién lineal, el radio cilindrico,

0, (4.1)

o el radio esférico respectivamente. En estas ecuaciones el movimiento estda determinado
por las variables hidrodinamicas p, p y v que dependen del tiempo ¢ y de la coordenada
espacial r. El sistema de ecuaciones (4.1) no presenta longitudes o velocidades que puedan

considerarse cantidades caracteristicas del flujo.
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Entre los movimientos descritos por el sistema de ecuaciones (4.1) se encuentra el flujo
auto—similar. En este caso las cantidades hidrodindmicas varian de modo que a distintos
tiempos, la distribucion espacial de cualquiera de ellas es la misma dado un cambio de
escala pertinente. Para ser precisos, si las cantidades hidrodinamicas dependen tinicamente
de la variable adimensional § = Cr?/t#, al cambiar en un factor \ el tiempo ¢t y propor-
cionalmente en un factor M7 a la coordenada espacial r, la variable 0 repite su valor y los

perfiles en las variables hidrodindmicas no cambian.

Para poder escribir ecuaciones adimensionales a partir del sistema (4.1), el flujo auto—
similar requiere de un pardmetro « en cuyas dimensiones se encuentre la masa (Sedov,
1959). Este pardmetro junto con la longitud r y el tiempo t, genera variables con dimen-
siones de densidad y presion. De manera general, las dimensiones del pardmetro a son
[a] = ML*T*, en donde M, L y T representan las dimensiones de masa, longitud y tiempo
respectivamente. Con « escrito de esta forma y con ayuda del teorema de Buckingham del
andlisis dimensional (ver apéndice A) se obtienen las funciones adimensionales de presién
P, densidad R y velocidad U como

P =prtlh+2 g
R =prst3tk Ja, (4.2)
U =vt/r.

Debido a que las cantidades hidrodinamicas dependen de las variables independientes
r y t, entonces las funciones adimensionales P, R y U deben depender de productos adi-
mensionales de r y t. Sin embargo, estas dos variables y el parametro a no son suficientes
para generar cocientes adimensionales. El teorema de Buckingham indica que una segunda
cantidad caracteristica, dimensionalmente independiente de «, es necesaria para generar
funciones adimensionales P, R y U de una sola variable. Consideremos una cantidad ¢
tal que [¢] = MIL™T". Con el producto de potencias de o y ¢, se puede construir un
tinico pardmetro caracteristico con dimensiones del cociente L%/T® como lo requiere el

flujo auto—similar. Este pardametro estd dado por
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Dados a y ¢ en el movimiento, las funciones adimensionales construidas en (4.2) dependen
adimensionalmente de r y t a través del pardmetro A. Se dice entonces que el flujo es
auto—similar (Sedov, 1959). Utilizando las expresiones (4.2) se obtiene que la presién, la

densidad y la velocidad estan dadas por

(07

p ZWP()\),
v :%U()\), (4.4)
«

Substituyendo las expresiones (4.4) en el sistema de ecuaciones (4.1), se obtiene un
sistema de ecuaciones ordinarias para las cantidades adimensionales P, Ry U. El sistema
de ecuaciones adimensionales resultantes se presenta en el capitulo siguiente en don de
exploramos dos casos especiales usando dos familias distintas de pardmetros oy ¢.

Es importante enfatizar que en el caso de la dinamica de un gas politropico regida
por las ecuaciones (4.1), la similaridad del problema estd determinada por el nimero de
parametros con dimensiones independientes que tomen parte en el problema. Si existen dos
de ellos, por ejemplo a y ¢, uno de los cuales tenga entre sus dimensiones a la masa, el
movimiento serd auto-similar (Sedov, 1959).

En los proximos capitulos expondremos casos especiales cuyo flujo unidimensional de-
tras de una onda de choque alcanza etapas de movimiento similar. En particular, estudiare-
mos el caso de la onda de choque implosiva donde se presentan condiciones de similaridad

que surgen tanto en el caso no relativista (Capitulo 2) como en el relativista (Capitulo 4).



Capitulo 11

La implosiéon no—relativista

¢ Que mano o que ojo inmortal
osa formar tu tremenda simetria?
William Blake

En este capitulo presentamos el modelo més sencillo de flujo auto—similar unidimen-
sional detras de una explosién fuerte. Esto servird de antecedente para el estudio del flujo
posterior al choque en el andlisis de la onda de choque implosiva con simetria esférica.
Finalmente se presentan las caracteristicas del analisis con el objeto de aplicar el problema

en situaciones astrofisicas.

§5. La explosiéon auto—similar

Cuando una gran cantidad de energia se deposita en un volumen muy pequeno y en un
periodo de tiempo casi instantdneo, esta se propaga en forma divergente del volumen de
depdsito o region de detonacion generando una presiéon muy alta sobre el gas circundante.
Este fenémeno se conoce como explosion.

Si la diferencia de presiones entre el medio en reposo y la regién de detonacién es
suficientemente grande, la discontinuidad da lugar a una onda de choque fuerte divergente
del punto de depdsito de energia. Este mecanismo genera una onda de choque explosiva.
En ausencia de barreras o anisotropias en el medio circundante, la onda de choque se
expande de forma esférica. Como consecuencia, la descripcién del movimiento se reduce a

una dimensién r, que representa la distancia al origen.
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Las explosiones en astrofisica tienen lugar en un grupo considerable de fenémenos que
van desde la misma creacién del universo —donde, segtin la teoria del Big—Bang se liber6 una
energia E =~ 10 ergs, hasta las llamaradas solares —cuya energfa liberada es E =~ 1032 ergs
(Trimble, 2000).

Las similitudes en las caracteristicas de distintos tipos de explosiones césmicas indican
que estos eventos suelen reproducirse a diversas escalas, tanto espaciales como energéticas
(Blandford, 2000). Esto lleva en forma natural al estudio de flujos auto-similares que de-
scriben a un mismo fenémeno en distintas escalas. Tal dindmica sirve de modelos para la
descripcién de distintos procesos fisicos en el cosmos. Si bien en cada caso se presentan de-
talles peculiares, la descripcion general mediante el flujo auto—similar ayuda a caracterizar
de manera simplificada los patrones comunes a todos los eventos césmicos.

A nivel terrestre, en los experimentos con bombas nucleares, se ha observado que existen
etapas de flujo auto-similar en ondas de choque explosivas (ver figura I1.1). En los mismos
experimentos se ha observado que las etapas aproximadas al flujo auto—similar son aquellas
en las que la onda de choque ha avanzado lo suficiente como para reducir a un punto la
region de detonacion. Sin embargo, la onda de choque no se ha apartado tanto de modo
que la presién del medio circundante puede ser despreciada con respecto a la densidad de
energia de la onda de choque. En esta etapa del movimiento, la energia E liberada en la
detonacién estd totalmente contenida en el volumen limitado por la superficie del choque.

Al ser una constante del movimiento, la energia es un parametro del flujo similar.

Figura II.1: La primer explosién nuclear, Trinity, se llevé a cabo en Los Alamos el 16
de julio de 1943. Las figuras muestran etapas de la explosién a 0.006 segundos y 0.016
segundos después de la detonacién. El gas dentro de la burbuja fluye de manera auto—
similar.

Consideremos el flujo unidimensional de un gas politrépico detréas de la onda de choque

esférica. El gas chocado se mueve hacia a un medio exterior en reposo y de densidad con-
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stante p;. Esta densidad inicial es el Unico parametro que aparece en las condiciones de
salto (ver las ecuaciones (3.15) a (3.17)). Con estas suposiciones no existe velocidad car-
acteristica alguna en el movimiento. Esto se debe a que la unica velocidad constante es la
velocidad del sonido a; del gas en reposo. Debido a que esta velocidad es proporcional a
la raiz de la presion inicial, su valor es muy pequeno y no tiene relevancia en el problema.
Asi pues, la energia E y la densidad p; son las unicas cantidades caracteristicas que de-
scriben el flujo detrds de la onda de choque explosiva. Con ellas se cumple la hipdtesis de

flujo auto-similar expuesta en la seccién §41 .

A partir de estas dos cantidades caracteristicas se puede construir un tinico pardmetro

adimensional caracteristico del problema,

E=r (Ep—tlz>1/5. (5.1)

Esta variable similar del problema, incluye un cociente del tipo r/t® (cf. seccién §4).

Para construir las funciones adimensionales a partir de la velocidad, la presién y la
densidad escojamos un sistema de coordenadas donde el gas no chocado se encuentra en
reposo. En este nuevo sistema, las condiciones de salto (3.14), (3.15) y (3.17) se escriben
tomando a vy como la velocidad del choque y sustituyendo a la velocidad del gas chocado
por us = wy — vy. De esta manera, las condiciones de salto en este nuevo sistema de

coordenadas estan dadas por

2?}1
= 2
U2 (/i—f—l), (5 )
20ip1
= ) 5.3
b2 (m+1) (5.3)
k+1
= ) 4
p2=——7p1 (5.4)

Con las cantidades caracteristicas E y p1 y el tiempo t podemos construir el radio

caracteristico R del problema, este es el radio de la onda de choque y estd dado por

1/5

R=B(Et/p) (5.5)

T El an4lisis matematico del problema fue desarrollado por primera vez y en forma independiente por
Sedov (1959), Taylor (1950) y Stanyukovich (1960).
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De esta manera, la velocidad de propagacién de la onda de choque estd dada por

2R 2 B

21v 1/5
5t 5 '

R (5.6)
Ambas cantidades estan determinadas por el andlisis dimensional excepto por la constante

08 que estd determinada por la energia del gas encerrada detras de la onda de choque.

Por simplicidad normalicemos la variable de similaridad £ de modo que cuando & = 1,

entonces r = R, la posicién de la onda de choque. De esta manera,

€ =1/R(t) = % (Ep—tlz>l/5. (5.7)

Con ayuda del teorema II de Buckingham escribamos ahora las cantidades u, p y p
del gas chocado como productos de las variables r, t, el parametro p; y las funciones

adimensionales U (&), P(§) vy G(§) respectivamente,

2
u :gTU/t, (5.8)
p =r’;m P/t (5.9)
p =p1G. (5.10)

Cambiemos de variable hidrodindmica sustituyendo la presién p por la velocidad del
sonido del medio chocado a = /K p/p de modo que se genere una nueva variable adimen-
sional Z (&) al escribir

9 4 r?

Las condiciones de frontera (5.2) a (5.4) del gas chocado ocurren cuando § = 1. Escritas

en términos de las funciones adimensionales toman la forma
k+1

k—1 (5.12)
Z(1) = 2r(k—1)/(r + 1)2.

Ul)=2/(k—1), G(1) =

Al introducir las expresiones (5.8), (5.10) y (5.11) en el sistema de ecuaciones de
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movimiento (4.1) con simetria esférica, se obtiene

U dinG
dmg+aj_ndmg__3M
AU ZdnG 1 dZ 2 5
1 z el _
U= Ime T wdne " rdmé~ n U<U 2)’ (5.13)
dnG  dz  [(2U —5)
(“_Uzdmg_dmg_[ U—l]Z'

Estas ecuaciones muestran que al utilizar la variable Z en vez de la variable P las ecuaciones
diferenciales son factores unicamente de U y Z. Esto simplifica el problema matemé&tico
considerablemente. En el caso particular de la explosion la conservacién de la energia
representa una integral de movimiento. Esto establece una funcién Z(U) que reduce el

problema a la integracién sucesiva de ecuaciones de una sola variable.

Dentro del volumen delimitado por la onda de choque la energia E es constante. Este
argumento puede extenderse de manera natural a cualquier superficie esférica con centro en
el origen. Para esto se considera que dentro de una esfera que evoluciona de manera auto—

similar, con radio r = £,t2/5 tal que £, < 1, la energfa contenida es también constante.

La conservacién de la energia se establece igualando la cantidad de energia que entra
a una superficie esférica con la que sale de ella. En un tiempo dt la esfera de radio r se
expande un volumen 4mr2u,dt, con u, la velocidad normal a la superficie. La densidad de
energia en este volumen es p(e + u?/2). De esta manera, el aumento de energia estd dado
por el producto 47 pr2u, (e +u?/2)dt. Por otro lado, la energia que sale es el flujo de energfa
integrado en toda la esfera en un tiempo dt, i.e. 47r2pu (u2 /2 4+ w) dt. Al igualar ambas
expresiones y sustituir las cantidades fisicas por sus expresiones adimensionales dadas en
las ecuaciones (5.7), (5.8) y (5.10) se obtiene la integral de movimiento (Landau y Lifshitz,
1987)

k(k —1)(1 - U)U?

2= TR )

(5.14)

La solucién analitica completa al sistema de ecuaciones (5.13) se obtiene al utilizar la
funcién Z(U) de la ecuacién anterior. De esta manera se encuentran las funciones exactas
G(&), Z(€) y U(&) (Sedov, 1959).

Todas estas soluciones dependen de la constante 3 introducida en la ecuacién (5.5).

Para encontrar su valor, se usa nuevamente la conservacion de la energfa. Integramos la
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densidad de energia desde el punto central y hasta el radio de la onda de choque R,

R 1
E = / 4 prr? (—u2 + 6) dr,
0 2

que en términos de las funciones adimensionales G(§), Z(§) y U (&) resulta ser
Y16 5 1, 4
1= %ﬁ e §U +Z/k(k—1)| & dE. (5.15)
0

Debido a que las funciones G(§), Z(&) y U(&) son conocidas, la ecuacién (5.15) determina
de manera tunica a la constante 3, con lo cual el problema queda resuelto.

En el caso del aire, donde v = 7/5, § = 1.033. Con este valor podemos calcular la
energia liberada en la explosién de la figura I1.1. Utilizando la ecuacién (5.5) se encuentra
que E ~ 5 x 10'3 Joules ~ 13.3 kilotons de TNT.

En resumen, hemos mostrado la soluciéon al problema de una onda de choque fuerte
expansiva. Para este caso, uno de los parametros —la energia E de la explosiéon — determina
la estructura del movimiento auto—similar y ademés genera una integral de movimiento
que permite resolver el problema en forma analitica.

En la siguiente seccion se presenta el problema de la onda de choque que converge hacia
un punto. El problema es distinto a la explosiéon pero hereda las ecuaciones de movimiento
y las condiciones de frontera de la onda de choque esférica. En consecuencia la implosién

presenta la misma estructura en la variable de similaridad.

6. La onda de choque implosiva

Una onda de choque esférica convergente a un punto es el resultado del colapso de
volumenes esféricos de presién menor a la del medio en que se encuentran inmersos. Supong-
amos que una nube de gas esférica, cuya presion p; y densidad p; son constantes, se deposita
en un medio donde el gas se encuentra a una presion ps.

En caso de que la presion del medio sea grande con respecto a p1, se genera una onda
de choque que avanza hacia el centro de la nube (ver seccién §3). Este proceso es llamado
implosion. Las ondas de choque implosivas pueden formarse a partir de la evolucién de
discontinuidades débiles que crecen y se aceleran a medida que avanza el frente de onda
(Welsh, 1967).

Cuando dos flujos por completo ajenos y de presion muy dispar entran en contacto,
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es posible que el salto en las cantidades hidrodinamicas genere una onda de choque. Sin
embargo, para garantizar que las tres cantidades ostenten valores totalmente independientes
de uno y otro lado de la discontinuidad, es necesaria la presencia de tres discontinuidades
(Landau y Lifshitz, 1987): Una onda de choque fuerte que genere un salto de las tres
cantidades p, p y v, una discontinuidad tangencial detras de la onda de choque en la que
el salto de densidad es arbitrario pero la presion es constante, y finalmente una onda de
rarefaccion que ajuste la presion entre el gas chocado y el ambiente. Si el valor de ps es tan

grande que

k1 9 2k/(k+1)
p2 > [ ] </<;—|—1> p1, (6-1)

entonces se garantiza la formacién de las tres discontinuidades. La onda de choque fuerte
converge al punto en el origen de la esfera, y la onda de rarefaccién avanza hacia el gas de
mayor presion. En tal caso la nube se colapsa por completo al ser asaltada por el gas del

medio circundante.

Existen diferentes situaciones astrofisicas en las que una implosién puede tener lugar.
La implosién de nubes de materia interestelar, por ejemplo, ha sido un recurso utilizado
para explicar la formacién de estrellas jévenes en regiones H II (Kimura y Tosa, 1990).
En estos casos las ondas de choque implosivas son generadas en nubes de gas debido a
la ionizacién de sus capas externas y el consecuente incremento en la presiéon. La llamada
implosion inducida por radiacion (RDI por sus siglas en inglés) ha sido analizada como
mecanismo de formacion estelar tomando en cuenta la ionizacion y la auto—gravedad del
gas chocado (Kessel-Deynet y Burkert, 2003).

Nuestro objetivo en este trabajo es estudiar el efecto que tienen las altas presiones del
gas de supernovas o de jets generados por radiogalaxias sobre una nube de gas interestelar
inmersa en tales ambientes. El estudio de dichos efectos estd motivado por las observaciones

de radiacién a lo largo del eje de los jets generados en radiogalaxias (ver Introduccion).

La interaccién del gas de un jet a alta presiéon con una nube puede imaginarse de la
manera més simple como si la nube fuese depositada dentro del gas a alta presién. En
otras palabras, olvidamos el efecto de la interaccién del frente del jet con la nube y nos
concentramos en los efectos del jet como el medio en que la nube esta sumergida. Esto hace
que se genere una onda de choque implosiva cuando la condicién de la desigualdad (6.1)

se satisface. La convergencia de una onda de choque implosiva hacia el origen es quizds un
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mecanismo que induce en la nube una inestabilidad gravitacionall .

Las diferencias entre el problema de la implosiéon con la explosién no sélo atienden
a la regién de estudio (ver figura I1.2), sino también a las cantidades caracteristicas del
problema. Las particularidades de la implosion limitan el andlisis del flujo auto—similar a
una solucién numérica tinicamente para en el caso de una densidad constante frente a la

onda de choque.

Figura I1.2: En la explosién esquematizada en la figura izquierda el gas chocado esta con-
tenido en la esfera correspondiente a la onda de choque que evoluciona aumentando su
radio. A la derecha se presenta una onda de choque implosiva. En este caso el gas chocado
estd fuera de la esfera y la onda de choque converge al centro de la nube.

Para evitar problemas en las condiciones iniciales supongamos que la discontinuidad
es generada por un pistén esférico que empuja al fluido en reposo desde un radio infinito.
En situaciones practicas esta aproximacion tiene validez en las ultimas etapas del colapso
(Zel’dovich y Raizer, 2002). Aqui la condicién que rige la propagacién de la onda es, como
lo muestra la desigualdad (6.1), una diferencia de presiones suficientemente grande entre
el fluido delante y detras de la onda de choque.

Dado que las etapas del movimiento significativas son cercanas al colapso, la energia
impartida por el piston tiene ya poco impacto en el movimiento. Por otro lado, al considerar
una onda de choque fuerte, la presion p; y la velocidad del sonido aq previas al choque son
despreciables y no pueden ser consideradas como parametros del flujo. La unica cantidad
caracteristica es entonces la densidad p; del gas no chocado.

Las condiciones del flujo similar expuestas en la seccién §4 requieren de dos parametros

caracteristicos del problema. En este caso no es posible escribir la variable similar a partir

T La forma en como evaluamos el posible colapso gravitacional es estudiando la estabilidad de Jeans del
gas chocado (ver capitulo V).
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de puros argumentos dimensionales. Sin embargo, las ecuaciones y condiciones de frontera
son las mismas que en la explosién (c.f. seccién §5). De manera totalmente andloga a la

explosién, escojamos una variable de similaridad £ como en la ecuacién (5.7)

f= 7, (62)

en donde £ = 1 cuando r = R. Supdngase que el radio de la onda de choque R(t) es una

funcién de una potencia a del tiempo,
R = At~ (6.3)

En el caso de la explosion fuerte expuesta en la seccién anterior, a tiene un valor de 2/5 y

el pardmetro A es proporcional al cociente caracteristico del problema: p; / E.

El indice de similaridad o para el caso de la implosion queda determinado por la
condicién de convergencia al centro de la onda de choque. La determinacién de dicho
exponente y la solucién numérica del problema fue presentada por primera vez por Guderley
(1942) y en forma independiente por Landau y Stanyukovich (Stanyukovich, 1960; Landau
y Lifshitz, 1987).

Cuando a > 0, la ecuacién (6.3) implica que la onda de choque converge al centro de
la esfera en t = 0. Como consecuencia, el andlisis debe realizarse para tiempos t < 0. Por

lo tanto escribimos

R(t) = A(—t)™. (6.4)

Anédlogamente al problema de la explosién, escojamos valores de velocidad v, densidad

p v velocidad del sonido a como se hizo en las ecuaciones(5.8), (5.9) y (5.10)

u=azU(), (6.5)
p=pG(&), (6.6)

742
o’ = a5 Z(9), (6.7)

donde las tres funciones adimensionales U, G y Z son positivas para cualquier valor de &.

Sustituyendo las cantidades anteriores en el sistema de ecuaciones (4.1), se obtienen las
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ecuaciones de movimiento

U dinG

ame T UV ane =30
AU ZdnG 1 dZ 2 1
(U_de§+2dmg+Edmg__EZ+U<E_U>’ (6.8)
dinG  dZ  [(U-1/a)
(“_”deg_dmg_[ U—1 ]Z

De aqui que utilizando la regla de Cramer se obtenga

dU  [3U —2(1—a)/ak]Z —U(1 - U)(1/a —U) 6.9
dné Z—-(1-U) ’ o
- U)(ciillrl:l(; gy ZBU 201 a()l/cin[]]); lf%/a ~na-u) (6.10)

%ff = {% (1/a—1)+r(1-U)]+ (1 -U)? [(3&— HU — %] ~U(1)a-U)(k — 1)} x
A
“AC-U)

donde A = (1—-U)?—Z es el Wronskiano del sistema, i.e. el determinante de los coeficientes

del sistema de ecuaciones diferenciales (6.8).

Andlogamente al caso de la explosién, las ecuaciones (6.13), (6.14) y (6.8) muestran
que las derivadas de U, G y Z son funciones de U y Z tnicamente . Escribimos entonces

una funcién Z(U) a partir de la derivada

dz v dz = Z [Z - (1-U)?[2/a U3k —1)] .
diné aﬁz_aﬁ_1—U{BU—waW@@w—Uu—mum—Uf”” }

(6.12)

Una vez resuelta esta ecuacion, se pueden integrar sucesivamente las ecuaciones (6.9), (6.10)

y (6.11) como ecuaciones de una sola variable.

Para integrar la expresion (6.12) establezcamos las condiciones de frontera para Uy Z.

La unica frontera fisica del problema es la onda de choque que corresponde al valor £ =1,

(6.11)
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donde las cantidades adimensionales U, Z y GG toman los valores dados por las ecuaciones
(5.12). Esto implica que el andlisis puede extenderse a cualquier radio mayor a R y por lo
tanto el intervalo de valores para la variable similar es 1 < £ < oo.

Al integrar la ecuacién (6.12) con las condiciones de frontera (5.12), se obtiene una
familia de curvas Z(U) dependientes del pardmetro «. En el caso de la implosién, el valor
del indice de similaridad « es tnico y queda determinado por el siguiente argumento fisico.

Detras de la onda de choque la velocidad del gas U y la velocidad del sonido Z no
deben incrementarse. Esto implicaria un aumento en la energia que no es generada por
fuente alguna. Por otra parte, en el gas chocado sélo existen gradientes negativos de estas
cantidades hidrodindmicas. Para un tiempo fijo 79 en la evoluciéon de la onda implosiva,
U = urp/ar tiende asintéticamente a cero cuando r aumenta. Por lo tanto, en términos
de la variable de similaridad £, este argumento genera la condicién buscada (Landau y
Lifshitz, 1987)

i—g <0 V¢ y U — o0) — 0. (6.13)
Del mismo modo, la variable Z(&) obedece

dZ

€ <0 V¢ y Z(& —o00) — 0. (6.14)

Para la funciéon G no es necesario establecer una condicién extra ya que, como lo muestra
la ecuacién (6.6), G(§) no depende explicitamente de r o de t.

Las condiciones (6.13) y (6.14) sobre las derivadas determinan de manera unica al
indice de similaridad. Para mostrar esto, observemos que estas condiciones implican que la
derivada dZ / dU no debe cambiar de signo en el rango 1 < ¢ < oo. En consecuencia U y
Z, asi como Z(U) deben ser funciones univaluadas de &.

De las ecuaciones (6.9) y (6.12) se observa que cuando la derivada dU/d¢ es negativa,
entonces la derivada dZ /dU es positiva y por lo tanto Z(§) también decrece. De esta
manera, al construir una funcién Z(U) mondtona creciente, se garantiza un comportamiento
decreciente en las funciones U(§) y Z(§).

Los extremos o puntos singulares de las funciones U (&) y Z(€) son aquellos puntos en
donde su derivada se hace cero. Estos puntos deben evitarse si queremos garantizar que
las funciones sean univaluadas para todo valor de £. Con esta condicién, el numerador de

las derivadas (6.9) y (6.11) debe anularse en los mismos puntos en que el denominador lo



32 II LA IMPLOSION NO-RELATIVISTA

hace (Landau y Lifshitz, 1987). De esta manera se logra encontrar un valor tinico para el
indice de similaridad a.
Construyamos ahora la curva Z(U). Para esto grafiquemos los puntos singulares de la

derivada dZ / dU. La figura I1.3 muestra el plano fase UZ. En él la curva
BU —2(1 —a)/(ar)]Z =U1-U)(1/a-TU), (6.15)

estd indicada con la linea de cuadros. A lo largo de esta funcién el denominador en la
ecuacion (6.12) se anula.
En la misma grafica se ha trazado con cruces la parabola sobre la cual se anula el

numerador de esta misma derivada,
Z=(1-U)> (6.16)

De ahora en adelante llamaremos a las ecuaciones (6.15) y (6.16) curvas cero del numerador
y del denominador.

La curva integral de la ecuacién (6.12) debe comenzar en el punto (U(1),Z(1)) del
plano fase y trazar una curva univaluada hasta el origen. Sin embargo, el punto inicial se
encuentra sobre las curvas cero del numerador y del denominador. La curva integral debe
cruzar alguno de los puntos de la interseccion entre las curvas cero.

Las curvas cero se intersectan en tres puntos de los cuales U = 1, Z = 0 es descartado
porque la curva integral que toque ese punto no converge al origen en forma univaluada.

Los otros dos puntos estan determinados por

— 3a a— k(1 — 3a a—1]° — —a)lsak
e Rt e Rt e | S

—4ak
(6.17)

Uno de estos puntos intersecta a la curva univaluada Z(U) que va al origen. Esta 1ltima
curva estd representada por una linea continua en la figura I1.3. El punto critico de inter-
seccién (U*, Z*) no representa un extremo de la funcién Z(U) pero si es un punto silla del
plano fase (Hirschler y Gretler, 2001).

Para obtener la integral Z(U) de la ecuacién (6.12) se utiliz6 el método de Runge—
Kutta de 4° orden sobre la variable U. Se integraron curvas con valores iniciales dados

por las ecuaciones (5.13) para distintos valores del indice de similaridad «. La curva Z(U)
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Figura I1.3: La grafica presenta el plano fase UZ. La linea continua es la curva integral
de la ecuacién diferencial (6.12). Dicha curva Z(U) intersecta en un mismo punto (U*, Z*)
a las curvas cero del numerador (linea de cruces) y del denominador (linea de cuadros) de
la ecuacién diferencial dZ/dU.

es aquella que termina en el origen del plano fase UZ y cuya distancia al pinto critico
(U*, Z*) sea minima.

En todos los casos se ha observado que es sélo uno de los dos puntos en la expresion
(6.17) el que intersecta la curva que termina en el origen (ver figura I1.4). Esto determina
en forma tnica el valor del indice de similaridad para cada k. Los valores de los indices de

similaridad « para diversos indices politrépicos k se muestran en la tabla II.1.

Una vez obtenido el valor para el indice de similaridad «, se integra la curva univaluada
U(Z). Utilizando esta curva la solucién al sistema de escuaciones (6.8) se obtiene de manera
Unica.

Utilizando nuevamente el método de Runge—Kutta se ha integrado este sistema de modo
que se obtienen numéricamente las curvas U(§), Z(§) y G(§). Con esto y utilizando las
ecuaciones (5.8) a (5.11), las cantidades hidrodindmicas quedan determinadas. Los perfiles

graficados en las figuras I1.5,11.6 y I1.7 muestran los resultados de estas integraciones. Se
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K o €s

5/3 | 0.68837 | 1.094
7/5 | 0.71713 | 1.084
3 | 0.63871 | 1.088

Tabla II.1: Indices de similaridad « para la implosién para diversos gases con indices
politrépicos . El valor &4 de la variable de similaridad es tal que el anillo de similaridad
detras de la onda de choque esté limitado por £ =1y & = &;.

observa en ellos que la onda de choque se acelera a medida que se aproxima al origen. Por
su parte, la presion y la temperatura tienden a valores infinitos en el momento del colapso
(t = 0). Es importante notar que la densidad detrds del choque crece a un valor finito
detras del choque. En el caso de un gas monoatémico la densidad limite po = p(r — o0)

es tal que

Poe _ 9.95. (6.18)

P1
Para un gas diatémico la densidad aumenta por un factor de 20.1 para distancias suficien-
temente grandes detras del choque.

En la solucién hemos supuesto la existencia de una cantidad caracteristica A que de-
termina la variable similar del movimiento. Atin cuando no se tiene una expresién explicita
para dicha cantidad, se cuenta ya con las dimensiones de esta: [A] = T'“/L. Lo relevante del
tratamiento presentado es que esta ambiguedad se ve superada en el desarrollo al basarnos

en consideraciones fisicas que generan la implosién.

§7. Caracteristicas de la solucion similar

Los perfiles de velocidad y presién que se muestran en las figuras I1.5 y I1.7 indican que
conforme el tiempo avanza, la densidad de energia aumenta. En su trayecto convergente,
la onda de choque no sélo se acelera aumentando la velocidad del gas chocado. Ademés,
debido al constante incremento de la presién p en un anillo de radio cada vez menor, la
energia se concentra cada vez maés.

Es importante primeramente limitar la region de influencia de la onda de choque en el
flujo similar. En la solucién obtenida en la seccién anterior, los perfiles de las cantidades
hidrodindmicas se extienden a radios infinitos. Sin embargo, en una implosiéon real no

todo el gas detrds de la onda de choque ha sido chocado por la misma. En el andlisis de
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Figura I1.4: En el eje vertical de la grafica se presenta la diferencia en Z entre el punto
critico (U*, Z*) y las curvas Z(U) para distintos valores del indice de similaridad « (ab-
scisas) en un gas monoatdémico (k = %) Soélo para el valor o« = 0.68837 la diferencia es
minima. Con dicho valor se genera la curva que pasa por el punto critico.

las curvas caracteristicas r = A£t® que corresponden a valores constantes de la variable
similar, Zel’dovich y Raizer (2002) determinaron los valores £ para los cuales las curvas
caracteristicas se originan en la onda de choque. Sélo estas curvas con origen en el frente
de onda tienen la influencia del mismo. En otras palabras, en el momento del colapso ¢t = 0,
s6lo las regiones que al tiempo t = t( tienen radio menor a r = {;R(tp) alcanzan el origen.
El resto del flujo no intersecta al choque en el proceso de implosion, de modo que la solucién
en tales regiones no tiene sentido fisico en el momento del colapso. De esta forma la region

de influencia de la onda de choque queda limitada a un anillo definido entre los valores

E=1y & tal que
[U(gs) - 1]2 = Z(gs)' (71)

La banda o cascardn de similaridad (i.e. la regién variable entre r = Ry r = §sR > R

) es la regién en la que un flujo real se comporta de manera auto—similar. La Tabla II.1
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Figura I1.5: Distribucién de la presion p medida en Pascales como funcién del radio en
Unidades Astronémicas para el gas monoatémico que sigue a la onda de choque. La onda
implosiva tiene origen en un radio Ry = 1pc. y es generada por una presion externa
inicial de 1078 Pa. La onda de choque avanza sobre una nube de hidrégeno cuya densidad
de particulas es de 100 cm™2. Las curvas de izquierda a derecha muestran perfiles para
tiempos anteriores al colapso de t; = 4 anos, to = 10 anos, t3 = 15 anos, y t4 = 25 anos
respectivamente. La curva envolvente indica los valores de presion para el gas justo detras
del frente de onda en r = R. Conforme el frente de onda reduce su radio R — 0, la presién
aumenta ilimitadamente.

muestra los valores aproximados que satisfacen esta igualdad para diversos valores del
indice politrépico k.

La energia contenida en el volumen del cascarén de similaridad estd dada por
r1 1 U2

FEgim = drr?p | ———a?+— ) d

stm /}z T p(/{(/{_l)a + 2 > T?

. Es 1 1
P32 R N e e
=47 R°R pl/l G [ZFL(H Y + 2V :| £ dE. (7.2)

La integral de la ecuacién (7.2) es una constante. Ademads, en virtud de la ecuacién (6.2)
se tiene que el factor RPR? = o®?R%/(—t)? = a?R°~2/® / A decrece con el tiempo y tiende
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Figura I1.6: Perfiles de densidad de particulas n como funcion del radio en U.A. para una
onda de choque con las caracteristicas del caso mostrado en la figura I1.5. Nuevamente de
izquierda a derecha, los perfiles representan tiempos de t1 = 4 anos, to = 10 anos, t3 = 15
anos, y t4 = 25 anos antes del momento en que la onda de choque se reduce a un punto
en el centro de la nube.

a cero cuando R — 0, por lo tanto Ey;;,, — 0 cuando t — 0.

En este capitulo hemos considerado una onda de choque implosiva generada en infinito.
Esto indica que el flujo auto—similar se alcanza en las ltimas etapas del movimiento que
corresponden al flujo limite. Aqui las condiciones iniciales del flujo no tienen gran influencia
sobre su comportamiento. Podemos, sin embargo, distinguir cada uno de los casos a través
del pardmetro libre A definido mediante la ecuacién (6.4). Este pardmetro es libre en el
modelo y varia en cada caso. Los valores que toma se determinan a través de condiciones
definidas en cierto momento. En particular, podemos introducir las condiciones iniciales en

el pardmetro A.

Con el modelo descrito en este capitulo se han simulado ondas de choque implosivas en
ambientes astrofisicos. Un anadlisis de la estabilidad gravitacional de una nube en el proceso

de implosion se discutird en el capitulo V.
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Figura IL.7: Perfiles de velocidad u en m s~! como funcion del radio en U.A. para una

onda de choque con las caracteristicas del caso mostrado en la figura II.5. La velocidad del
flujo es negativa y se grafica el valor absoluto que ilustra la disminucién de la magnitud
conforme aumenta el radio. De izquierda a derecha, los perfiles representan tiempos de
t1 = 4 anos, to = 10 afnos, t3 = 15 anos, y t4 = 25 anos respectivamente antes del
momento de convergencia al centro. La curva envolvente representa la velocidad del gas
justo detras del frente de onda en r = R. Nuevamente la velocidad aumenta sin limite
cando el choque se concentra en el punto central.

Para terminar con el analisis de la implosion auto—similar es importante mencionar los
limites de la solucién obtenida.

De la figura I1.7 se observa que el flujo en la onda de choque toma velocidades compara-
bles e incluso superiores a la de la luz. La curva envolvente de la figura I1.7, que representa
la velocidad del frente de onda como funcién del radio, es una hipérbola que diverge cuan-
do 7 — 0. Esto entra en contradiccién con los postulados de la teoria de la relatividad y

constituye una motivacién para considerar el caso relativista del problema presentado.



Capitulo I1I

Hidrodinamica relativista

The views of space and time which I wish to lie before you have sprung
from the soil of experimental physics, and therein lies their strength.
They are radical. Henceforth space by itself, and time by itself,

are doomed to fade away into mere shadows,

and only a kind of union of the two will preserve an independent reality.

Hermann Minkowski

Cuando un gas desarrolla velocidades del flujo cercanas a la de la luz, v S ¢, su estudio
debe incluir los efectos relativistas del movimiento. Igualmente, en caso de que la energia
interna por unidad de volumen € sea comparable a la energfa en reposo del gas pc?, deben
considerarse las cantidades definidas en forma relativista. En ambos casos la herramienta

que describe el flujo de tales gases es la hidrodinamica relativista.

En este capitulo se presentan las ecuaciones de la hidrodinamica relativista. Con ellas
se establecen, mediante leyes de conservacién, las condiciones de salto para una onda de

choque relativista.

§8. Ecuaciones de flujo relativista

En la mecénica relativista, en un espacio-tiempo plano y en ausencia de gravedad, las

ecuaciones de campo para un sistema cerrado estdn determinadas por la divergencia del
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tensor de energia-momento (Landau y Lifshitz, 1994),

B 0 i
oTa 1919 9T} _o 8.1)

ox8 ¢ Ot Oxi

donde T representa la densidad de energia relativista. El vector (1/c) T% representa la
densidad de momento. El vector ¢T'%, el flujo de energfa en la unidad de tiempo a través
del 4rea unitaria perpendicular a la direccién z’. El tensor T% representa el flujo de la
componente i—ésima del momento por unidad de tiempo en la direcciéon perpendicular al

area unitaria cuyo vector normal es x7.

Por lo tanto, la componente temporal de la ecuacién (8.1) representa la conservacién

de la energia y las tres componentes espaciales representan la conservacion del momento.

En hidrodinamica, construimos el tensor de energia-momento en el sistema de referencia
propio (i.e., aquel en el que el fluido se encuentra en reposo). La densidad de energia por
unidad de volumen propio un fluido es 7% = ef . Adicionalmente, dado que el fluido est4 en

reposo, la densidad de momento en este sistema es nula 7°% = 0.

Consideremos da’ = da;, el elemento de drea correspondiente a una superficie tridi-
mensional fija que encierra al volumen 2. Al integrar la ecuacién (8.1) sobre el volumen

fijo {2 se tiene que

J
%%/devz— giji dvz—jq{ngaj, (8.2)
9} 2 on
donde se ha aplicado el teorema de Gauss al miembro derecho de la igualdad. De aqui que
el mismo miembro derecho corresponda al flujo de momento sobre la superficie envolvente
0f2. En otras palabras, la fuerza sobre un elemento de superficie da; es Tij da;. Dicha fuerza
en el sistema de referencia propio sigue la ley de Pascal: la presion ejercida por una porcion
de fluido es igual en todas direcciones y perpendicular a la superficie sobre la que actia.

Matemaéticamente esto es Tij da; = pda’ donde p es la presién del fluido. Esto implica que

Tij = pég , con lo cual quedan determinadas el resto de las componentes del tensor en el

T la energfa relativista incluye un término de energfa en reposo. En la notacién del I, e = € + pc?
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sistema de referencia propio (Landau y Lifshitz, 1994)

TP = (8.3)

o O O o
oo O
o o o
" O O O

La forma de escribir 7%? en un sistema de referencia cualquiera se encuentra utilizando
el cuadrivector de velocidad
u = <%vz> : (8.4)
c
donde v es la velocidad del fluido y v = (1 — %)~ %/2 es el factor de Lorentz del fluido. En

el sistema de referencia propio, u® = 1 y u’* = 0. Con este vector se puede escribir el tensor

de energia—momento en el sistema propio como
TP = wu*u” — pg*?, (8.5)

donde w = e + p es la entalpia por unidad de volumen medida en el sistema de referencia
propio. Dado que una igualdad tensorial en relatividad es valida para cualquier sistema
de referencia, la ecuacién (8.5) resulta ser la forma general del tensor de energia—momento
para un fluido ideal.

A las ecuaciones de conservacién (8.1) debemos agregar una ecuacion relativista de
continuidad o conservacion de la masa. Denotamos con n el nimero de particulas por
unidad de volumen propio. En el sistema de laboratorio, cada particula se mueve con una
velocidad v y la densidad de particulas medida en dicho sistema es yn. El nimero de

particulas contenido en un volumen {2 fijo en el sistema de referencia del laboratorio es

/ yndV.

N

entonces

El niimero total de particulas que sale del volumen {2 por unidad de tiempo es

7{ ynv - da,

692
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donde 4?2 es la superficie frontera de (2. Por otro lado, la taza de decremento de particulas

en dicho volumen es

0
—a/’ynd‘/ﬂ
0

Si no existen fuentes o sumideros de particulas en este volumen, las dos cantidades anteri-

ores se igualan en la forma integral de la ecuacion de conservacion del niimero de particulas

10 1 1
Ea/(fyn) av = —E}{’ynv‘ da = —E/V- [ynv] dV. (8.6)
9 692 2

Como esta ultima igualdad es valida para cualquier volumen fijo 2, los integrandos son
iguales de modo que la ecuacion anterior es
10

o (yn) = —%V- [ynv]. (8.7)

En términos de cuadrivectores la ecuacién de conservacién del nimero de particulas o

ecuacién de continuidad se escribe (Landau y Lifshitz, 1987),

on®

oxe

= 0. (8.8)

Las ecuaciones (8.1) y (8.8) que describen la dindmica del flujo relativista pueden
escribirse en varias formas indicando distintas caracteristicas del movimiento. Proyectemos
la ecuacién (8.1) a lo largo del vector u®, i.e., tomemos el producto escalar de u® con la

ecuacion (8.1). Utilizando el hecho de que u®u, = 1, se tiene que

dwuf 3 Op

a0 Ve T

Con ayuda de la ecuacién de continuidad (8.8), la ecuacién anterior puede escribirse

como

0 w 1 Z?p
16
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En el caso relativista, la primera ley de la termodinamica estd dada por
w o 1
d (—) —Td (—) + Zdp, (8.10)
n n n

donde T representa la temperatura y ¢ es la entropia por unidad de volumen propio. De
aqui observamos que la ecuacién (8.9) expresa la conservacién de la entropia especifica
(Mendoza, 2000)

Jd(o/n) 1d(o/n)
B — N
nTu o8 nTc It 0, (8.11)
en donde
1d 0 10 w

(0%

L Wt = 4.V,
cdt " axe  cor * c

es la derivada total o Lagrangiana en la hidrodindmica relativista. La igualdad (8.11) indica

que el movimiento se desarrolla de manera adiabatica sobre la linea—universo del flujo.

Del desarrollo anterior es importante notar que en la descripcién del movimiento adiabético
podemos utilizar alternativamente la ecuacién de continuidad (8.8) o la conservacién de la
entropia (8.11).

Para terminar esta seccién introducimos la velocidad del sonido en hidrodinamica rel-

ativista. Las ecuaciones (8.1) para un flujo unidimensional a lo largo de la coordenada r

son
19 (,pte) 19 [ ppte] b _
c@t<ﬁl—62>+rk8r [rﬁl—@} or (8.12)
10 (e+3p 10 [, pte]
c@t<1—ﬂ2 +rk8r Tﬁl—ﬂZ =9 (8.13)

donde 8 = v/c es la velocidad del flujo normalizada por la velocidad de la luz, y k toma

valores 0, 1 y 2 para movimientos con simetria plana, cilindrica y esférica respectivamente.

Consideremos ahora las cantidades p = po+p y e = eg+€, donde € y p son perturbaciones
de una distribucién estatica de energia ey y presion py. En tal caso, la velocidad del flujo

esv=1uvy+0=7.
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Substituyendo estas cantidades en las ecuaciones (8.12) y (8.13) se obtiene que

eo+podv  Op

2 ot * o 0
0é 1 orky
a¢ T (eotpo) 5= =0.

Igualando la divergencia de la primera con la derivada temporal de la segunda, se encuentra

que

P 210 [,
otz reEor " or |’

Al escribir é = (0e/0p), p se obtiene la ecuacién de onda para la presién p, o alternati-
vamente para la energia €. En ambos casos la velocidad de propagacion de la onda es la

velocidad del sonido a, tal que

op
2 2
a“=c (86)0' (8.14)

Esta velocidad caracteristica del medio es 1til como parametro en el estudio de las
discontinuidades. Como veremos, al igual que en el caso no-relativista la velocidad del gas

que atraviesa una onda de choque cambia de supersénica a subsoénica.

§9. Ondas de choque relativistas

Como en el caso no-relativista, los flujos relativistas presentan discontinuidades gener-
adas por gradientes de presion suficientemente grandes. En el espacio-tiempo de Minkowski,
tal discontinuidad esta representada por una hipersuperficie (McKee y Colgate, 1973), que
se reduce a una linea—universo para un flujo unidimensional (ver figura III.1).

Sobre esta linea de universo en que la presién varia de manera discontinua. Cuando
un elemento de fluido atraviesa la onda de choque, las cantidades hidrodindmicas cambian
de modo que la entropia aumenta. Utilizando subindices 1 y 2 para las cantidades antes y

después de la onda de choque respectivamente, esto quiere decir que
o1 < 09. (91)

Tal desigualdad determina la forma en que cambian el resto de las cantidades hidrodinami-
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cas (Taub, 1967). En el sistema de referencia de la onda de choque, la velocidad del fluido

satisface las siguientes desigualdades
v > ag, ag > V9.

De igual modo, el aumento de entropia implica que la densidad de particulas y la presién

aumentan. Esto es

ny < ngz, p2>Dpi1,

lo que indica el sentido de movimiento de la onda de choque.

Los cambios en las cantidades hidrodindmicas no son arbitrarios. El flujo de momento,
energia y masa debe ser conservado a través de la hipersuperficie de discontinuidad. Para
escribir las condiciones de salto seguimos el método presentado por McKee y Colgate (1973).
Consideramos una hipersuperficie cerrada ® sobre la linea de universo de la discontinuidad
(ver figura III.1). En ella integraremos las ecuaciones de conservacién (8.8), (8.12) y (8.13)

reescribiéndolas de la forma

9 (ptetp 10 [, p+pBetpc®)] kp _
E <ﬁ 1 ——52 > +T—ka |:7‘ 1_ ﬂ2 :| — 7 = 0, (9.2)
O [etBPp+pPl—1-5| 10 | pptetpll—1-5]|
E{ 1 —ﬂ2 +T—ka B 1 _ﬂ2 =0, (93)
57\/1_524_?@ [T 54 /1 _52] =0, (94)

donde p = mn es la densidad de particulas con masa m y € = e — pc? es la energfa interna

por unidad de volumen propio.

Las tres ecuaciones anteriores poseen la misma estructura. Cada una se puede escribir

como la ecuacion diferencial

8% (rkA> + % (rkB> +C =0,

donde 7 = ct. Ay B son funciones de r y t.

Integremos esta ecuacién sobre la hipersuperficie ® que encierra la discontinuidad (ver
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ct

Gas chocado

Gas no chocado

Y

Figura III.1: La linea continua representa la linea de universo de la onda de choque para
el espacio de Minkowski. Las condiciones de salto en el choque se establecen integrando
sobre el volumen ® representado por la linea punteada. Las cantidades hidrodindmicas
del fluido cambian de valores [A1, B1] a valores [As, Bs] cuando atraviesan la superficie de
discontinuidad.

figura III.1),

// [% (+4) +% ("B) + C] drdr = 0. (9.5)
(<]

A través del teorema de Green, esta integral se transforma a

jé (rkAdr —r*B dT) +//Cd7'd7“. (9.6)

o ]

El volumen de integracién ® se ha trazado de modo que los segmentos normales a la linea—
universo de la discontinuidad son pequenos comparados con los paralelos a la misma. En
consecuencia, si todas las cantidades en los integrandos de la ecuacién (9.6) son finitas en la

discontinuidad, la integracién sobre los segmentos de menor longitud en (9.6) serd despre-



9 ONDAS DE CHOQUE RELATIVISTAS 47

ciable al integrar sobre la hipersuperficie 0®. Por otra parte, la integral sobre el volumen
® es también una cantidad de orden superior a la integral de superficie (puesto que dr y dr
son cantidades de primer orden). De esta manera, la integral sobre ® en la ecuacién (9.6)
es despreciable frente a la integral sobre 0®. Por 1ltimo, cuando el volumen & tiende a
cero, la coordenada 7 en el contorno de integracion puede tomarse como constante a primer

orden en cada segmento. Por lo tanto, la integral (9.6) a primer orden se reduce a

%(—Adr + Bdr) =~ —[A1(r1 — o) — Aa(r1 — ro)] + Bi(m1 — 10) — Ba(11 — 10) =0,
9%
9.7)

donde los puntos (ro,79) y (r1,71) se encuentran sobre la linea de universo de la onda de
choque. Esto implica que el cociente

L—To

ﬁs:

(9.8)

1 _7'0,

representa la velocidad de la onda de choque dividida entre c. Con esto, la ecuacién (9.7)

toma la forma
Bs0A = 0B, (9.9)

donde 0Q = Q2 — @1, para cualquier funcién Q(r,t).

Sustituyendo A(r,t) y B(r,t) por sus valores correspondientes en cada una de las ecua-
ciones (9.2) a (9.4), se obtiene

pt+e+pc®|  [p+ e+ pc?)
e+52p+pcz[1_m} p+e+pc2[1_m]
Bs 0 e =040 - ,(9.11)

p _ p
Y | o

Estas son las condiciones de salto o condiciones de Taub representadas en un sistema de
referencia inercial arbitrario. Las relaciones (9.10) a (9.12) son vélidas sobre una discon-

tinuidad unidimensional con cualquier simetria. En el sistema de referencia propio del gas
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no chocado tenemos que 31 = 0 y las relaciones anteriores toma la forma

p2teatpac? _prt (B2)*(e2+pac?)

BsPr—7— By = () p1, (9.13)
€2 + B3p + pac® {1 —V1- (52)2] p2 + €2 4 pac? {1 —v1- (52)2}
Bs = (%) —e1| =02 = %) , (9.14)
P2 P2
3 C R = . 9.15
B ( INEAE Pl) [ﬁz W] (9.15)
De aqui se sigue en particular que (McKee y Colgate, 1973)
_ 2

Bs— B = B (1= (o)) , (9.16)

(B2)2p2 + €2+ pac® [1 = /(T = (B2)| — 1 (1 = (82)?)
€ :p202 [v2 — 1] + %, (9.17)

p2_ B 1 Ippte pac’ B }

o B—Faye [m + 61} " [pz + e (2= 1) (9.18)

Al combinar las dos dltimas igualdades se obtiene la condiciéon de brinco para la densidad

de energia

2 2 [
es = € + p2c® = pactys + p—’Y261 + p—pl—’m,
p1 p1 Bs

de modo que la energia por unidad de masa inmediatamente después del choque es entonces

e V2 52}
— =—le1+p1—| - 9.19
P2 p1 [ PR, (9.19)

Para una onda de choque fuerte en donde p1 y €1 son despreciables en comparacién con

p2 ¥ ey respectivamente, la igualdad (9.17) se reduce a
e = p2c® (12 — 1). (9.20)

Con esto se puede escribir el contraste de densidades p2/p; para una onda de choque fuerte
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como

1
& = — [’)/2(]92 + 62) + 62] . (921)
PL P2

Cuando el gas chocado es un gas politrépico, entonces p = (k — 1)e! y por lo tanto la

ecuacion anterior toma la forma

p2 K 1
p1 _725—1+/£—1'

(9.22)

Las condiciones de salto en la discontinuidad fuerte son vélidas en el limite cuando
¢ — oo para un gas politropico no-relativista. En tal caso el indice politrépico es k = 5/3.
Cuando el movimiento microscépico del gas es relativista, el indice politrépico es k = 4/3
y la relacién politrépica p = e/3, incluye a la energia en reposo del gas. En este caso las

ecuaciones (9.16) a (9.18) implican que

I, = e , (9.23)
V=20
donde Iy es el factor de Lorentz de la onda de choque.

En el siguiente capitulo analizamos el problema de la implosién relativista partiendo de
condiciones de frontera simplificadas al caso de un gas en el limite ultra-relativista. Esta
ultima caracteristica no sélo limita los casos de aplicacién del analisis sino que también
excluye la posibilidad de considerar el caso no-relativista como un limite del proceso a

velocidades del flujo mucho menores a la velocidad de la luz.

T En general, & no es el cociente de calores especificos y la relacién p = (k — 1)€ es valida para valores k
entre 4/3 y 5/3 dependiendo de la composicién de las particulas del gas(Weinberg, 1972).






Capitulo IV
La implosion relativista

Los indecisos suelen ser muy perseverantes, porque si
abandonaran su biusqueda tendrian que tomar otra resolucion.
Giacomo Leopardi

Lo que probablemente distorsiona todo en la vida es que uno estd
convencido de que dice la verdad sdlo porque dice lo que piensa.

Sacha Guitry

En el estudio de las explosiones mas energéticas que tienen lugar en el cosmos se deben
de tomar en consideracion efectos relativistas para analizar la dinamica del gas lanzado
hacia el exterior. El andlisis relativista de estas explosiones propuesto por (Blandford y
McKee, 1976; Eltgroth, 1972) explica los fenémenos de explosiones de rayos v que llegan a

producir energias de hasta 10°°

ergs.

Haciendo una generalizacién del trabajo de Blandford y McKee, exponemos en este
capitulo la solucién al problema de la implosién relativista. Apoyandonos en argumentos
analogos a los utilizados en el caso no-relativista o Newtoniano, derivamos una solucién
al problema del colapso de una nube de gas inducido por una onda de choque implosiva

relativista.

§10. La explosion auto—similar relativista

La necesidad del tratamiento relativista en una explosion surge cuando la descripcion

no-relativista del problema entra en contradiccién con los postulados de la teoria de la
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relatividad. En efecto, consideremos una explosién en la cual se libera una energia E de

tal forma que
E>Vp® + M,

donde V es el volumen barrido por la explosion, p; es la densidad del gas atin no chocado y
M es la masa de los productos de la explosion. En este caso, la onda de choque se desplaza
con velocidades relativistas (Blandford y McKee, 1976).

Como vimos en la seccién §9, una onda de choque relativista se considera fuerte cuando
la energia ey y la presién p; antes del choque son despreciables con respecto a las mismas
cantidades del gas chocado. En otras palabras, para generar una onda de choque fuerte
debe existir una discontinuidad suficientemente grande en la energia cinética promedio por

particula. Usando la notacion del capitulo anterior esto se escribe como
= 2 (10.1)

donde n = p/m es la densidad de particulas de masa m por unidad de volumen propio.

Utilizando las condiciones de salto dadas por las ecuaciones (9.19) y (9.22) en la onda

de choque para un gas politrépico, entonces la desigualdad (10.1) implica que

P <1 T ) P (10.2)

k2 —1p w1—1/) p1’

Yo—1>

donde k1 y ko son los indices politropicos para el gas antes y después de la onda de choque
respectivamente. El factor de Lorentz ~y5 para el gas chocado que cumple la desigualdad
anterior es tan grande que la velocidad del flujo detréds de la onda de choque es comparable

a la de la luz.

Para evitar complicaciones en las condiciones de frontera de la onda de choque, el
problema se simplifica suponiendo que el gas es ultra-relativista. En tal caso la ecuacion

de estado estd dada por

p=(k—1)e= %e. (10.3)

Para un gas chocado con esta ecuaciéon de estado, la condicién de salto para las veloci-
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dades esta dada por la ecuacién (9.23) que se reduce a
2 Lo

De esta igualdad y la condicién (10.2) es claro que para el choque fuerte I'2 > 1, Por lo
tanto, en el andlisis de la explosién se limita a cantidades de orden cero en I'2. De esta

manera, la condicién de salto para la densidad en la ecuacién (9.22) se reduce a
/ 2
ny = 4yyna,

donde n} es la densidad de particulas del gas chocado medida desde el sistema de referencia

del gas no chocado, i.e. n, = yano. En términos del factor I'? esta tltima igualdad es

ny = 2I'%n,. (10.5)

Por otro lado, con la ecuacién de estado (10.3) la condicién de salto (9.22) para la

energia toma la forma (Blandford y McKee, 1976)

7”L2 2
€2 = — oW1 = QFSwl.
ni

De esta ultima igualdad se deriva la condiciéon de salto para la presion del gas ultra—

relativista,

2
po = =Ty, (10.6)

donde w; = pic® para un gas de baja temperatura frente al choque, y w; = 4p; para
un gas ultra-relativista. Las tres condiciones de salto (10.4),(10.5) y (10.6) representan

condiciones de frontera en la descripcién del flujo detras de la onda de choque.

Establezcamos ahora las ecuaciones de movimiento para el flujo relativista detras de
la onda de choque. Para esto, dada la simetria del problema, consideremos un flujo unidi-
mensional con simetria esférica. Asi, la ecuacién de conservacién de energia (8.12) y la de

conservacion de momento (8.13), junto con la ecuacién de estado (10.13) toman la forma
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d 4 _ Op

ar (pV ) —757 (10.7)
L P A
I In (p°4*) = 25y (r*B). (10.8)

En estas ecuaciones y en lo subsecuente, las cantidades sin subindices corresponden al gas
chocado.

En el capitulo anterior se observé ademads que un flujo adiabéatico se describe con las
dos ecuaciones anteriores mas la ecuacion de continuidad o la ecuacién de conservacién de
la entropia; aqui utilizamos la dltima de ellas. Tomando en cuenta la ecuacién de estado del
gas ultra—relativista y la primera ley de la termodinamica resulta entonces que la ecuacién

de conservacion de la entropia estd dada por

% (ﬁ) = 0. (10.9)
Las ecuaciones (10.7), (10.8), (10.9) junto con las condiciones de frontera en la onda de
choque determinan el problema matematico completo.

Las soluciones auto—similares a este problema requieren de variables adimensionales
construidas a partir de las cantidades caracteristicas del problema. En primer lugar es-
cribimos la integral para la energia F contenida en el volumen del gas chocado. Para el gas
ultra-relativista, la densidad de energia T% en el sistema de referencia de laboratorio es
p(4y% — 1). Asf pues, a orden cero en y2 dentro del cascarén limitado por los radios Ro(t)
y Ri(t) la energia contenida

R

E(Ro(t), R1(t),t) = / 1 16py%r® dr, (10.10)

Ro

es en general una funcién del tiempo. La energia total E liberada en la detonacién repre-
senta un parametro del movimiento que, ain cuando no serd utilizado directamente en la
variable de similaridad, determina el indice de similaridad del problema.

Blandford y McKee (1976) presentan tres argumentos para establecer el cociente R/I"?
como un radio caracteristico del problema y derivar de él la variable de similaridad. En los
tres argumentos las cantidades hidrodindmicas toman los valores dados en las condiciones
de frontera (10.4), (10.5) y (10.6).

Primeramente se observa que si el nimero de particulas del gas chocado conserva la
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proporcién dictada por la ecuacién (10.5) con el gas no chocado, entonces el gas detrés
de la onda de choque de radio R se concentra en una banda de ancho ~ R/T'2. Por otro
lado, el factor de Lorentz del gas chocado es v = 1/v/2T", de modo que a orden I' 2, la
velocidad del choque (s y del gas chocado (B2 son

2 1

/32:1_ﬁ7 /Bszl_ﬁ.

Con esta velocidad, el gas chocado al radio R queda rezagado de la onda de choque en una

distancia ~ 4R /T2 cuando esta ha duplicado su radio.

Una tultima observacién se deriva de la conservacién de la energia. Al sustituir en la
ecuacion para la energia (10.10) los valores en la frontera para las cantidades hidrodindmi-
cas, se encuentra que en la esfera de radio R la energia total del gas original equivale a la

energfa del gas chocado contenido en un cascarén de radio ~ R/T'2.

Para construir la variable de similaridad, presentamos un argumento alternativo que
conlleva a la eleccién de dicha variable de manera mas simple. La ventaja de este proced-

imiento es que también es valido en el caso de la implosién.

El radio de la onda de choque R se desplaza siguendo una velocidad (en unidades de la

velocidad de la luz)

. 1 1/2

donde I'? = T'2. Al expandir en serie de Taylor el miembro derecho, a orden I'"2 se tiene

. 1

Supongamos ahora que I'2 es una potencia sélo del tiempo, de modo que

que

A

t_m,

I? = (10.11)

con la constante A por determinar y m un exponente que, como veremos, es el indice de

similaridad del problema. Con esto se integra la expresion para la velocidad de la onda de
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choque para obtener

1 tm+1
R=c(t———"
C( m+1 2A>

:ct<1— L 1 > (10.12)

m+1ﬁ

Tomando en cuenta que el producto ct tiene dimensiones de longitud, escribamos el cociente

adimensional

R ¢

S5 [
r 202(m + 1)

donde se introduce una nueva cantidad adimensional ¢. Asi, el inverso de esta ecuacién a

primer orden de aproximacién es

r ¢
Rt r2(m +1)

De modo que la variable adimensional ¢ estd dada por
_(1_IT 2
¢ = (1 R) 2(m + 1)I2,
y es tal que ¢ = 0 cuando r = R.

Por comodidad, se busca que las funciones hidrodindmicas escritas de manera adi-
mensional sean potencias de la variable de similaridad. Es conviene entonces tomar como
variable similar a la funcién y = ¢ + 1 y no a ¢, es decir

=1+ (1 - %) 2(m + 1), (10.13)

El rango de esta nueva variable es entonces y > 1. El valor y = 1 corresponde a la onda
de choque. Como veremos, las ecuaciones que describen el flujo auto—similar se simplifican

al usar esta variable.

Sustituyendo las ecuaciones (10.11) y (10.12), en la ecuacién (10.13) se obtiene a O(I'2)

que

X = (1 - %) [142(m + 1)r?] (10.14)
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A partir de las condiciones de frontera (10.6),(10.5) y (10.4), se construyen las funciones

hidrodindmicas adimensionales f(£), g(§) y h(£) como

3
p :§w1F2f(X)7

n' =2n112h(x), (10.15)
1
v =5T9(%)-

De este modo las condiciones de frontera estdn dadas por f(1) = ¢g(1) = k(1) = 1. Notemos
ademéds que las cantidades hidrodindmicas p, n’ y v son ahora funciones de las variables
adimensionales I' y x en lugar de t y r. De esta manera, el exponente m en la expresién

(10.11) es el indice de similaridad del problema.

Utilizando la regla de la cadena, las derivadas con respecto a t y r pueden expresarse

como derivadas con respecto a & y con respecto a I'? de la siguiente forma

0 0 0

TS _ 2 J— _
o Moy + [(m+1)(20? - ) +1] A (10.16)
o 97 O
to == [1+2(m+ 1)I'?] By (10.17)
d 5, 2 5,

Al sustituir las expresiones (10.15) y las derivadas anteriores en el sistema de ecuaciones
(10.7), (10.8) y (10.9) para el flujo adiabético, se obtienen las siguientes ecuaciones difer-

enciales

Ldlnf  8(m—1)—(m —4)gx

1 _ , 10.19
gdiny — (m+1){4—8gx + ¢*x} )
1ding (Tm —4) — (m — 2)gx
1 _ , 10.20
gdiny — (m+1){4—8gx + ¢*x} S
ldinh  2(9m — 8) — 2(5m — —2)9°x°

dinh _ 2(9m — 8) — 2(5m — 6)gx + (m — 2)¢°x (10.21)

gdlny — (m+1){4—8gx + ¢>x?} (2 — gx)

Dado un valor para m, estas ecuaciones se pueden integrar sucesivamente y en forma
analitica comenzando por (10.20). Una vez que se cuenta con la funcién g(x), las otras dos

ecuaciones se resuelven con una integraciéon simple.

En el caso de la explosion, el exponente de similaridad m queda definido por la integral
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de la energia total (10.10) tomada entre un radio Ry = 0 (donde x = oo) y el radio de
la onda de choque Ry = R el cual que se desplaza de manera auto—similar. Sustituyendo
entonces todas las cantidades por sus expresiones en términos de la variable de similaridad,

se tiene que a orden cero en I'? la ecuacién (10.10) es

1 d
B :/OO 16m (L0 f) (g1 /2)¢% |1 = = 2(733:- 1)r2} <_t1 - 2(m£+ 1)F2> ’

=8rwt’T? Ey (10.22)

donde E7 es una constante positiva.

La energfa total E se mantiene constante en el tiempo cuando I' = A/t™ oc t=3 con lo
cual se encuentra que m = 3. Adicionalmente, esta misma integral determina la constante

de proporcionalidad A introducida en la igualdad (10.11).

El problema queda entonces completamente determinado (Blandford y McKee, 1976).

La solucién analitica para las funciones adimensionales estd dada por,
f= X_17/127 g=x"1 h :X_7/4-

Las funciones adimensionales con esta estructura son positivas en todo el rango de valores
1 <x.

Para un elemento de fluido, el cambio total en el tiempo de la funcién f(§) estda dado

por

%f(x)= [(m+1 <——x>] (x1712)
)

Z[(m+1 <—— ] ~17/12)x /12

Esta cantidad es negativa siempre que x < 2g(). Al cumplirse esta condicién para toda
X se observa que las funciones adimensionales g(x), h(x) y f(x) decrecen al alejarse del

frente de onda.

En términos generales, el indice de similaridad m es un parametro libre del movimiento
esférico. Para el caso de una explosion, este indice queda determinado cuando se impone

la conservacion de la energia detréds del choque.
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§11. La implosién auto—similar relativista

El analisis de la explosion relativista presenta varias similitudes con el caso Newtoniano.
Apoyandonos principalmente en el desarrollo presentado en la seccién anterior, mostramos
ahora la solucién al flujo auto—similar para la implosion relativista. Las mismas considera-
ciones que permiten una descripcién auto—similar para la implosion Newtoniana, nos llevan
a la solucién unica del flujo similar detrds de la onda de choque implosiva relativista.

Las aplicaciones del anédlisis presentado se encuentran en los ambienes més energéticos
del universo. En el estudio de los nucleos activos de galaxias (NAGs) se observa radiacién
alineada a lo largo de los jets asociados a tales objetos (Best et al., 1996). Esto indica
la posible existencia de nubes de gas simergidas a lo largo del flujo del jet (Blandford y
Kénigl, 1979; Mendoza, 2000). En estos ambientes dichas nubes estarian sometidas a muy
altas presiones. En el caso de que la nube no sea destruida, la presién induce rapidamente
el colapso de la nube generando una onda de choque implosiva. La descripcién relativista
del fenémeno estd motivada ademads por las altas energias que puede alcanzar una onda de
choque que se concentra en volumenes cada vez menores al acercarse al colapso.

Consideremos una nube de gas interestelar que se encuentra a una presién p; en equi-
librio con su medio ambiente y con densidad de particulas p;. Supongamos ahora que la
nube ha sido asaltada por uno de los radio—-l6bulos de una radiogalaxia. En tal ambiente
el gas del jet ha chocado y se encuentra a una presion mucho mayor que la existente en la
nube. El modelo de interaccién maés simple entre la nube y el 16bulo consiste en sumergir
a la nube por completo en el gas del 16bulo que tiene una presién uniforme po. Cuando la
presién del 16bulo es tan grande que en la frontera de la nube se cumple la desigualdad
(10.1), se genera una onda de choque esférica relativista que avanza hacia el contorno de
la nube generando el colapso de la misma. La implosiéon que se resuelve en esta seccién
considera que el gas detras de la onda de choque es ultra—relativista en concordancia con
el estado del gas en estos ambientes.

Para comenzar, mencionemos los elementos del problema que se heredan de la explosién.
Las ecuaciones del flujo adiabatico son las mismas en ambos casos. Utilizaremos entonces
su forma simplificada dada por las expresiones (10.7), (10.8) y (10.9). Ademds, como se
menciono en el capitulo 111, la onda de choque unidimensional relativista presenta las mis-
mas condiciones de salto sin importar la simetria del problema. De esta manera, el gas
chocado ultra—relativista detras de la onda de choque implosiva tiene las mismas condi-

ciones a la frontera que en el caso de la explosién. Esto es, las ecuaciones (10.4), (10.5) y
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(10.6) representan las condiciones de frontera de la onda de choque implosiva.

La variable de similaridad en la implosién se construye tomando en consideracién que, al

avanzar hacia un punto central, la velocidad de la onda de choque dR/dt debe ser negativa.

R _ [, _ 1] 1
cdt 2 - o2

donde T es el factor de Lorentz para la onda de choque vista desde el sistema de referencia

De aqui que

del gas no chocado. Para integrar esta ecuacién es necesario conocer la estructura de I'2
en el movimiento. Para el caso de la explosién I'? estd dado por la ecuacién (10.11). Si
queremos utilizar esta forma en la implosion, debemos tomar en consideracion que la onda
de choque se acelera al ir avanzando en su colapso a un punto. De modo que el factor de

Lorentz I'> aumenta al acercarse el momento del colapso. Por lo tanto es adecuado escribir
I? = A(—t)™™, t <0. (11.1)

donde el valor de la constante A estd por determinarse y m es el indice de similaridad
del problema. El intervalo de tiempo se ha escogido de manera totalmente analoga al caso
Newtoniano de modo que el instante de tiempo ¢ = 0 corresponde al colapso de la onda de

choque (R = 0). En este caso tomamos ¢ = 0 como el momento de colapso de la nube.

De esta manera, la velocidad de la onda de choque estd dada por

TRl il

Por lo tanto,

e

[ _% m_—il A}
et [ %(mjnw] (11.2)

De la misma manera en como se construyo la variable de similaridad en la seccién anterior,
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escogemos la variable de similaridad n como

n=1+2(m+ 1% (1 —-r/R)

1
—1+2m+1)T2 |1+ —

(1~ o)

De esta manera, a orden O(I'?), la variable de similaridad toma la forma

n=(1+=) [1+20m+1r. (11.3)

El anélisis que nos ocupa se refiere al gas detras de la onda de choque, es decir la region

r > R. De modo que el intervalo de valores que cubre la variable similar es 1 > 1 > —occ.

Tal y como en el caso no-—relativista, el andlisis se extiende hasta un radio infinito donde
se origina la onda de choque. Por lo tanto, la solucién del problema requiere condiciones
de frontera para el extremo n = 1 en donde r = R, y para el extremo opuesto n = —o0

para el cual r = oo.

Las funciones de la variable adimensional 1 se generan a partir de las condiciones de
salto en la onda de choque para las cantidades hidrodindmicas p, n y v2. Esto es (cf.

ecuaciones (10.15)),

p =2 f(n), (11.4)
nly =2n11%h(n), (11.5)
=5, (11.6)

Por construccién, las funciones hidrodindmicas adimensionales f(n), g(n) y h(n), satisfacen

fn=1) =gn=1) = h(n=1) = 1, (11.7)

en la frontera del choque. Con esto las cantidades hidrodindmicas dependen ahora de

las variables adimensionales I'? y 7, las variables de similaridad. Escribamos entonces las
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derivadas de r y t en términos de estas variables. Con la regla de la cadena se tiene que

J ) ) o
ot = Mare tmDEE -] (11.8)
0 B 0 O
oo = [1+2(m+ 1) B (11.9)
Y la derivada total cambia de modo que
dnt = Mamrz T+ (5 - 77> o (11.10)

Considerando todas las igualdades a orden I' "2, cambiamos las ecuaciones (10.7) y

(10.8) por sus contrapartes adimensionales

(m+1)(—2—g17)j% —|—4(m+1)(2—g77)g% =3m (11.11)
%[(m—i—l) (8 — 2gn)] —8(m+1)gg—2 = 2m — 8 (11.12)

donde las cantidades primas indican derivada respecto a n. Escribiendo este sistema como

una matriz tenemos

—@2+gn) 2@—gn) ||f/fg | _| 3m/(m+1) (11.13)
8 —2g7 -8 Jg/9 2m—8)/(m+1) |
que con ayuda de la regla de Cramer implica que
1 df 8(m — 1) + gn(4 —m)
= = : 11.14
fgdn  (m+1)[-4+ 8gn — 4g°n?] (1114
ldg = 4-Tm+gn2+m) (11.15)

g2dn — (m+1)[—4+8gn — 4¢2n?]

Para integrar estas ecuaciones es necesario utilizar las condiciénes de frontera para
f(n) v g(n) dadas en la igualdad (11.7). El valor del indice de similaridad, y la consecuente
unicidad de la solucién, queda determinado por la siguiente consideracién fisica que es

andloga a la presentada en el caso Newtoniano (ver pagina 32).

Para un tiempo dado, los valores de energia y velocidad en un elemento de fluido

chocado disminuyen a medida que r aumenta. En el gas ultra—relativista estas cantidades
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pueden escribirse en términos de p y 72 respectivamente. Para garantizar este decremento

de las cantidades hidrodinamicas, es necesario que

(9p
— ' >
" <0, . <0, vVr R,

A través de la expresion (11.9) para la derivada radial, esta condicién implica que las

funciones hidrodindmicas adimensionales satisfacen las siguientes igualdades

d
=S, dsn) o, Vi < 1. (11.16)
dn dn
Tomando en cuenta estas desigualdades integramos el par de ecuaciones (11.14) y
(11.15). Es claro que las funciones integrales f(n) y g(n) dependerdn del pardmetro m
y por lo tanto toda una familia de curvas integrales que corresponden a distintos flujos

auto—similares . En este caso, la condicién (11.16) determina en forma tnica el indice m.

La derivada para g(n) en la ecuacién (11.15) es positiva para la frontera, es decir,
cuando n = g = 1. Sin embargo, si se quiere garantizar su valor positivo para toda n < 1,
la derivada nunca debe ser cero. Igualmente, la continuidad de la funcién depende de que
el denominador de la derivada en la ecuacién (11.15) nunca se anule. Para evitar ambas
singularidades se restringe la curva integral g(n) a pasar por el punto (n*, g(n*)) sobre el
cual se anulan simultaneamente el numerador y el denominador de la ecuacion diferencial.

El denominador de la ecuacién (11.15) se anula cuando
(m+1) [—4+ 8gn — 492772] =0,
lo cual se cumple para el producto
gy = [1 + Nﬁ] . (11.17)

Esta curva cero del denominador es una hipérbola en el plano gn. Por otra parte, la curva

cero del numerador satisface la ecuacién
4—Tm+gn(2+m)=0.

El punto (n*, g(n*)) donde ambas curvas se intersectan se calcula sustituyendo el valor

positivo de la expresién (11.17) en la curva cero del numerador con lo cual se encuentra el
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indice de similaridad del problema,

m = 0.78460969. (11.18)

Si seguimos el mismo procedimiento para la derivada df(n)/dn encontraremos que el
numerador y el denominador de la ecuacién (11.14) se anulan en un punto para el cual m
repite el valor de la ecuacién (11.18). Es importante notar que los denominadores de las
ecuaciones diferenciales (11.14) y (11.15) son los mismos. De modo que las curvas cero de
ambos siguen la ecuacién de la hipérbola (11.17). Sin embargo, sélo el valor positivo del
producto gn permite encontrar el valor inico del indice de similaridad.

Con el valor calculado para el indice de similaridad se garantizan gradientes de presién y
velocidad negativos para el gas chocado. Con este valor integramos por el método de Runge—
Kutta de 4° orden la ecuacién diferencial (11.15) obteniendo la curva g(n) y posteriormente
se integra la ecuacién (11.14) con el mismo método.

Al sustituir las ecuaciones diferenciales (11.14) y (11.15) en la ecuacién (10.9) del flujo

adiabdtico, se obtiene una ecuacién diferencial para h(n), esto es,

W 2 {Bm-9+gn[6—3m] - g*’[2—m/4}

gh — (2—gn) (m + 1) [—4+ 8gn — 4g21?] (11.19)

Utilizando el valor de m mostrado en la igualdad (11.18) encontramos la integral h(n) de
esta ecuacion diferencial.

Al integrar se observa que la curva h(n) no intersecta a ningin punto singular de su
derivada en el rango de valores n < 1. Mas ain, la derivada evaluada en 1 = 1 tiene un valor
positivo. Esto implica que la densidad de particulas n = n1I'2h(n) decrece monétonamente
con el radio para un tiempo fijo. Esto es contrario a lo que sucede en el caso no—relativista,
en el que la densidad adimensional aumenta detras de la onda de choque hasta converger
a un valor finito.

Una vez encontrada la solucién, las cantidades hidrodinamicas se calculan utilizando
las ecuaciones (11.4), (11.5) y (11.6). Para esto consideramos condiciones iniciales de una
nube tipica de gas interestelar, es decir, una nube con densidad constante n; = 100cm ™3
y con temperatura 177 = 10K. La implosién se induce a partir de una presiéon externa ps
conocida desde un principio. Las integraciones se muestran en las figuras IV.1 a IV.4. En
ellas se observa que todas las cantidades aumentan su valor en la onda de choque conforme

ésta avanza.
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Figura IV.1: Perfiles de presién en la implosién ultra-relativista de una nube tipica de
radio inicial Ry = 1 pc., temperatura 7' = 10 K y densidad de particulas 100cm~3. La
onda de choque relativista es generada por una presién externa ps = .01 Pascales. En la
figura se muestran, de izquierda a derecha las distribuciones de presién como funcion del
radio para 50, 100 y 150 dias antes del colapso. La curva envolvente muestra los valores
de presion que alcanza el gas que fluye justo detras de la onda de choque. Los valores de
presién aumentan sin limite conforme la onda de choque avanza hacia el centro de la nube.

§12. Caracteristicas de la implosion relativista

El analisis anterior muestra que el flujo detras de la onda implosiva es tal que las

cantidades hidrodindamicas para una particula de fluido disminuyen con el tiempo. En
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efecto, para el caso de la presion se tiene que

il m“p(m“)@‘g”)[ H}
e tvenimene-m 2]
< peerna- gm[;gf]]}

En el desarrollo de la solucién la derivada entre corchetes cuadrados esta condicionada a
ser positiva para cualquier valor de 7). Por lo tanto, la derivada dp/dt es negativa cuando
gn < 1. Esta ultima condicién es satisfecha por la soluciéon obtenida en todo el rango de
valores 7 < 1. De manera totalmente analoga se sigue que a lo largo de la trayectoria de
una particula de fluido el factor de Lorentz v? y la densidad del nimero de particulas n

del gas chocado también decrecen a medida que el tiempo avanza.

Atn cuando en la implosion relativista no contamos con un anélisis de las curvas carac-
teristicas que nos permitan limitar la regién de similaridad, si podemos observar el decre-
mento en la energia del gas chocado cuando integramos hasta un radio finito. Consid-
eremos la energfa integrada en la ecuacién (10.10) para un cascarén que se desplaza de
manera auto-similar detrds de la onda de choque. Integrando entre los radios r = R y
r=c|t| (1 —no/[1+2(m+ 1)I'?]), donde 7o es un valor cualquiera de la variable de simi-

laridad, se encuentra que

1 70 n 2
E =8mw T |t / 1— d
mr I <1+2(m+1)F2> L 1+2(m+nrz)

~8muw T2 |t]> E(np), (12.1)

donde E(ng) es una constante y el resto de las cantidades se aproximan a orden cero en I'2.

Cuando se sustituye el valor de I'? de la implosién en la tltima expresién se obtiene que
E =8nwi At]*™™ E(np). (12.2)

Como se observa, la energia contenida en el anillo considerado es proporcional a una po-

tencia positiva del tiempo (en este caso es claro que 3 — m > 0). De modo que la energia
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Figura IV.2: Perfiles de densidad de particulas n en la implosién de una nube tipica de
gas interestelar con las condiciones del perfil en la figura IV.1. Las curvas de izquierda a
derecha muestran la distribucién de la densidad de particulas para tiempos de 50, 100 y
150 dias previos al colapso. La curva envolvente muestra la densidad n para el gas que
fluye justo detréas de la onda de choque. Los valores de n aumentan sin limite conforme la
onda de choque avanza hacia el centro de la nube.

FE en una banda de similaridad detras de la onda de choque decrece al acercarse al colapso
y tiende a cero cuando t — 0.

Es importante mencionar que la constante A introducida en la ecuacién (11.1) ha
quedado indeterminada. Para dar un valor a este parametro utilizamos el argumento del
caso no-relativista dado por Zel’dovich y Raizer (2002). Los valores de A estéan definidos
por las condiciones iniciales de cada situacion. Es entonces que a través de esta consante se
distinguen los flujos en la onda de choque generada a distintas presiones. En nuestro caso
hemos presentado las etapas dltimas de la implosién de una nube tipica de gas interestelar
sometida a una alta presion externa y donde el tratamiento requiere de consideraciones

relatvistas.

40000
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Figura IV.3: Perfiles del factor de Lorentz 72 en la implosién ultra-relativista de la nube
de gas interestelar con las condiciones del perfil en la figura IV.1. Nuevamente las curvas
de izquierda a derecha muestran la distribucién de velocidad a 50, 100 y 150 dias antes del
colapso. La curva envolvente muestra los valores de ¥2 que alcanza el gas que fluye justo
detras de la onda de choque. Los valores del factor de Lorentz van a infinito conforme la
onda de choque avanza hacia el centro de la nube.

Finalmente debemos mencionar que las limitantes de este andlisis relativista se encuen-
tran en la velocidad del fluido chocado. Para distancias detrds del choque suficientemente
grandes, la velocidad adimensional del gas 3 se reduce de modo que v2 ~ 1. En este regi-
men de velocidades, las aproximaciones en las ecuaciones de este capitulo pierden sentido

y el andlisis expuesto para la implosién auto—similar relativista deja de ser valido.
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Figura IV.4: Perfiles del factor 8 = v/c en la implosién ultra—relativista de la nube de
gas interestelar con las condiciones del perfil en la figura IV.1. Nuevamente las curvas de
izquierda a derecha muestran la distribuciéon de velocidad a 50, 100 y 150 dias antes del
colapso. La velocidad del flujo es negativa y se grafica el valor absoluto de 8 para mostrar
la disminucién de tal magnitud en el gas detras del choque. La curva envolvente representa
la velocidad del gas justo detrds del choque como funcién del radio.
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Capitulo V

Aplicaciones astrofisicas

Al borde de las cosas que no entendemos del todo,
imventamos relatos fantdsticos para aventurar hipdtesis
o para compartir con otros los vértigos de nuestra perplejidad.

A. Bioy Césarez

Son varios los ambientes astrofisicos en donde ocurren implosiones hidrodindmica de
nubes de gas. En el intervalo de menor energia, las nubes de gas molecular (Regiones HII)
cuyas capas externas son calentadas por la radiaciéon de estrellas vecinas son capaces de
implotar sobre si mismas. Al calentarse, las capas periféricas de una nube aumentan su
presion y se genera una onda de choque implosiva de baja energia que se desplaza sobre la
nube a veocidades tan bajas como vs ~ 5km/s. En tales casos los tiempos de enfriamiento
del gas detras del choque son menores al tiempo de colapso de la onda y se considera que
la onda de choque es isotérmica. Este proceso es conocido como Implosion inducida por
radiacion (véase por ejemplo Kimura y Tosa, 1990; Kessel-Deynet y Burkert, 2003).

Existen otros ambientes propicios para la formacién de ondas de choque implosivas en
los cuales se tienen gases envolventes mucho més energéticos. En este capitulo presentamos

un andlisis de la estabilidad térmica y gravitacional de la implosion en tales casos.

§13. Estabilidad de la implosion

Uno de los tépicos bésicos en el estudio del medio interestelar(MIE) es el andlisis de

la interaccién del gas propio de un flujo que se mueve a gran velocidad con nubes de gas



72 V APLICACIONES ASTROFISICAS

en equilibrio de presiones con el medio. Cominmente, cuando una una nube de gas se
interpone en el camino de una onda de choque, no genera una perturbacién considerable
en la trayectoria del choque (Mckee y Cowie, 1975). En la nube chocada, sin embargo,
se genera una nueva onda de choque que se desplaza en la misma direcciéon de la onda
de choque externa pero con menor velocidad debido a la mayor densidad de la nube (ver
figura V.1). En simulaciones numéricas se ha observado que el choque interno en la nube
la destruye (Klein et al., 1975). Sin embargo, en caso de considerar el campo magnético
de la nube se presentan situaciones en que la nube no se destruye pero si se achata en la

direccién del choque externo (Vanhala y Cameron, 1998).

Choque de Arco

Figura V.1: Cuando una nube de densidad mayor al medio interestelar es tragada por la
supernova, la presion del gas chocado en la supernova genera una onda de choque interna
(Ch;) que se propaga con velocidad menor a la del choque de la supernova Chg,,. La nube
es arrastrada por el gas a una velocidad menor a la del gas circundante vg,, lo que genera
un choque de arco frente a la nube (Mckee y Cowie, 1975).
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Si una nube densa sobrevive a la interaccion con el choque externo, el nicleo de la nube
original queda sumergido en el gas chocado donde la nube es sometida a presiones mucho

mayores que su presion interna.

La diferencia de presiones entre el gas chocado exterior y el gas frio de la nube rep-
resenta una discontinuidad en las cantidades hidrodinamicas en el borde de la nube. Esta
discontinuidad genera una onda de choque que se desplaza hacia el centro de la nube misma
y una onda de rarefacciéon que se aleja con respecto a la frontera de la nube. De aqui que

se genere un fenémeno implosivo en la nube.

Este tipo de eventos tienen lugar en regiones donde ondas de choque de muy alta
velocidad se propagan sobre un ambiente homogéneo e isotrépico. Dos de los objetos més
energéticos en el universo capaces de generar ondas expansivas de muy alta velocidad son

los remanentes de supernovas y los niicleos activos de galaxias (NAGs)T .

En el primer caso, la onda de choque que acompana a la explosion de supernova barre las
particulas del medio circundante. Los modelos mas simples consideran una onda de choque
esférica que acumula a las particulas barridas en un anillo detras de la onda de choque.
Dicha etapa de expansiéon es descrita por el modelo de explosion auto—similar presentado

en la seccién §5.

Los valores tipicos de la presién detras de la onda expansiva para un remanente de
supernova en su etapa evolutiva de expansion adiabética (o expansién Sedov—Taylor) son
p ~ 1078 Pa. Supongamos que una nube de radio 71 = 1 pc. con densidad de particulas
ni1 = 100cm ™3 y presién es p ~ 10~ Pa se encuentra inmersa en el ambiente de supernova.
La diferencia de presiones con el ambiente propicia la formacién de una onda de choque
implosiva sobre la nube misma. Para analizar el efecto de la implosion utilicemos el caso no—
relativista del modelo presentado en la secciéon §6. Introducimos los valores mencionados
como condiciones de frontera del problema. La onda de choque generada de esta forma
avanza de modo que se acelera y en sus etapas terminales alcanza velocidades v, ~ 108 m/s

muy cercana a la velocidad de la luz.

En esta situacién, la temperatura que alcanza el gas chocado es T ~ 10% K. Un gas tan

caliente estd totalmente ionizado. Su energia por unidad de volumen ¢ = 3p = 3nkgT es

T Existe la posibilidad de aplicar este fenémeno en explosiones de rayos-y pero no conocemos evidencia
observacional que muestre la interaccién de estos eventos con nubes externas.
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radiada siguiendo la relacién (Silk y Wyse, 1993).
de 9
— = —n“A(T
)]

donde n es el nimero de nicleos ionizados por unidad de volumen y A es una funcién

de enfriamiento con valores definidos para cada temperatura 7T'. De aqui se obtiene que el

tiempo de enfriamiento 7., en que la nube ha perdido su energfa térmica estd dado por

S E  3nkgT
enf — |%| - nzA(T)'

(13.1)

donde kg es la constante de Boltzmann de los gases. Para una temperatura T~ 108 K, se

3 571 En el caso de la onda de choque implosiva no-relativista,

tiene que A = 10723 ergs cm
el tiempo de enfriamiento con las cantidades inmediatamente después del choque es 7., ~
103 s. Este tiempo es mucho mayor al tiempo de colapso de la nube 7., = 7.55 x 100
s. Esto indica que la onda de choque que se produce en la frontera de la nube cuenta con
la suficiente energia para propiciar el colapso e incluso el rebote explosivo de la onda de
choque.

Como vimos en el capitulo I1, la densidad del gas aumenta con la distancia radial para el
fluido detrés del choque. Lo contrario sucede con el resto de las cantidades hidrodinamicas,
lo cual nos lleva a considerar la posibilidad de un colapso gravitacional en regiones de baja
temperatura en un tiempo pertinente posterior al paso de la onda de choque.

La regién de estudio donde evaluamos la inestabilidad gravitacional queda limitada por
el radio de la nube una vez que ha sido chocada. En el borde de la nube se genera un
choque implosivo que arrastra al gas chocado hacia el centro de la nube. La velocidad del
gas chocado es aproximadamente igual a la velocidad dada por la condicién de frontera
(5.2). Si el radio de la onda de choque R(t) y el de la nube R, (t) coinciden en tq < 0,
calculamos la posicion subsecuente del borde de la nube como funcién del tiempo utilizando

la velocidad dada en la ecuacién (5.2). Se obtiene que para un tiempo t cualquiera

Rut) = ZR(t) + iR(to), (13.2)

De aqui que la nube reduzca su radio a la cuarta parte de su radio original en el momento

T Dado que la onda de choque se colapsa en el instante ¢t = 0, |to| representa también el tiempo de
colapso de la onda de choque desde que es generada en el borde de la nube.
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del colapso. Esto es R, (t = 0) = 51560 AU . A este radio, las figuras I1.5 y I1.7 muestran

que los valores asintéticos de las cantidades hidrodindmicas son
p=78x10"%Pa, p=954cm™> y v=27Tkms—1 (13.3)

La estabilidad gravitacional del colapso hidrodindmico se evalia mediante el uso de los
parametros de Jeans de la nube. Si en una region esférica de radio fijo rg se logra concentrar
una masa de gas suficientemente grande, basta una pequena perturbacién del gas para
inducir el colapso gravitacional de esta region. La cota minima en la masa requerida para
este efecto es llamada la masa de Jeans, M; la cual en términos del niimero de particulas

n y la temperatura T' del gas esta dada por

My = ﬁ (%) . (13.4)

donde m es la masa promedio por particula y G es la constante de Gravitacion. Para la
nube de gas considerada originalmente, la masa de Jeans M ;; = 9.58 x 103! kg y es mucho
mayor a la masa de la nube M; = 3.36 x 10%® kg. Al contrastar la masa de Jeans para la

nube original con el mismo pardmetro para la nube chocada M jo se tiene que

2 3
M3,  Tym
2~ 73
M3, TPne

(13.5)

donde las cantidades con subindice 2 son propias del gas chocado y el subindice 1 cor-
responde al gas no chocado. Sustituyendo las cantidades (13.3) y los pardmetros de la
nube original en el cociente anterior se encuentra que la gran temperatura del gas chocado
incrementa la masa de Jeans en factores muy elevados.

Hemos calculado ademds que el tiempo de enfriamiento del gas chocado es mayor al
tiempo de colapso de la nube. Por lo tanto no podemos considerar una disminucién significa-
tiva en la temperatura del gas chocado para este caso. Con esto se muestra que la implosién
adiabatica de una nube de gas interestelar no induce la inestabilidad gravitacional de la
misma.

Solo en el caso de un choque isotérmico, es decir, aquel en el que la temperatura es

la misma en ambos lados del choque, se puede pensar en una disminucién de la masa de

 El radio R, (t = 0) calculado en forma numérica, i.e, tomando la velocidad del fluido como funcién del
tiempo y el radio es ligeramente mayor al resultado mostrado.
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Jeans y la consecuente induccién de un colapso gravitacional en la nube chocada (Silk y
Solinger, 1973).

En el caso relativista, las regiones donde la implosion de la nube de gas es posible son
los 16bulos y jets del los NAGs. A lo largo del jet eyectado por un ntcleo activo, el gas es
acelerado a velocidades muy cercanas a las de la luz, v = ¢. Adicionalmente el movimiento
microscépico del gas presenta también velocidades cercanas a c. De este modo el gas que
fluye en los jets es ultra—relativista y su ecuacién de estado es nuevamente p = e/3. La
presién en tales ambientes es del orden de 10~ Pa. El gas es transportado a lo largo del
jet hasta el 16bulo de la radio-galaxia en donde es chocado. El choque es tan fuerte que la
presién del gas al final del jet, es decir, la presién en el 16bulo, se eleva hasta 10~2 Pa.

Si introducimos una nube de gas interestelar en el gas chocado del 16bulo, la presién
que se ejerce en su periferia serd mayor a la densidad de energia e en la nube. En tal caso
se genera una onda de choque ultra—relativista, como la estudiada en el capitulo IV.

En el caso relativista la implosion es claramente més violenta que en el caso Newtoniano.
Las cantidades hidrodindmicas indican que la temperatura 71" inmediatamente después del
choque es del orden de 10" K. Con este valor y la densidad de particulas n ~ 10 cm™3

detras del choque se calcula que el valor del tiempo de enfriamiento del gas chocado es
_ 14
Tenf = 3.72 X 10™"s. (13.6)

La velocidad del choque es en todo momento muy cercana a la velocidad de la luz. Del
modelo desarrollado se tiene que el tiempo de colapso de la nube de 1 pc es 7.,y = 3.4 anos
= 1.132108 s lo cual es mucho menor al tiempo de enfriamiento del gas.

Suponiendo que la velocidad del borde de la nube R, mantiene el valor dado en la
frontera por la ecuacién (10.4), calculamos que al momento del colapso el radio de la nube

R,, ha reducido su tamano a una fraccién de su radio original R;,(7.,) de modo que

Rn (Tcol )

=0 a0,y

(13.7)
en donde I'(7,4) es el factor de Lorentz de la onda de choque en el momento en que fue
generada. El cdlculo numérico indica que para una nube de radio inicial R, (7.,;) = 1 pc,
el radio final es R,,(t = 0) = 37600 AU.

Los valores asintéticos de las cantidades hidrodinamicas en el gas chocado de una nube

de hidrégeno tipica se muestran en las figuras IV.1 y IV.2 y son, para r = 37600: po = 0.01
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Pa, ny = 1500cm ™3 con lo cual T» = 1.81 x 10'? K.
Para evaluar la posibilidad de formacién estelar en esta regién utilicemos nuevamente el
criterio de Jeans. Aqui basta con contrastar la masa de Jeans para la nube antes y después

del choque, utilizando la ecuacién (13.8) se observa que

M3, n T35 _ 100(10'2)?

= ~ = 6.66 x 10> 13.8
M2, TPny  1000(1500) 8 (13.8)

De modo que la masa de Jeans aumenta en gran proporcién y el colapso gravitacional es,

como en el caso clasico, imposible para la implosion adiabatica considerada.

§14. Consideraciones finales

Debido a la gran cantidad de energia que se concentra en una nube de gas cuando
es chocada desde todas direcciones es dificil lograr un colapso gravitacional posterior a la
implosién. La acumulacién de energia es, sin embargo, un signo de que la nube implotada
sera fuente de una gran cantidad de radiacién confinada a una regién muy pequena.

Esta caracteristica de las implosiones tanto Newtonianas como relativistas es una posi-
ble explicacién de la radiacién poco uniforme observada en los jets producidos en NAGs
(ver figura 1). Explicaciones alternativas a dicha radiacién implican choques del material
en el jet con el gas frente a nubes arrastradas por el jet mismo y que se encuentran en
equilibrio de presiones dentro de él (Blandford y Konigl, 1979). Considerando la estabilidad
v las temperaturas de las nubes de gas interestelar, tal acontecimiento es improbable en
ambientes de presién tan alta como Pje; ~ 107° Pa.

El argumento de implosién de nubes inmersas en los jets de NAGs se ve apoyado
ademds por la reciente observacién de la interaccién de los jets de NAGs con nubes del
medio circundante (Solérzano-Inarrea et al., 2002). El modelo de la implosion se presenta
como una alternativa para explicar las caracteristicas ain no entendidas de la radiacién a
lo largo del chorro de una galaxia activa.

La misma energia acumulada en el centro de una nube al momento del colapso indica que
la evolucién del gas no termina en la implosién. Un seguimiento completo de la evoluciéon de
una nube sumergida en un gas a mayor presién implica el analisis de la explosion que sigue
a la onda de choque convergente. Tal estudio queda fuera de los objetivos de este trabajo.
Sin embargo, cabe mencionar que el movimiento auto—similar de esta etapa explosiva se

desarrolla con el mismo indice de similaridad que en la etapa implosiva (Zel’dovich y Raizer,
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2002).

El estudio completo de la implosién de nubes en ambientes de mayor presién es im-
portante para establecer en forma clara el mecanismo de formacion estelar inducida por
supernovas. En el presente trabajo hemos aproximado el estudio de la implosién consideran-
do que el gas fluye en forma adiabatica y sin tomar en cuenta la radiacion ni la gravedad
del mismo. Hemos probado ge los tiempos caracteristicos a los cuales los efectos grvita-
cionales y radiativos tienen efecto son mucho mayores al tiempo dinamico de la implosién.
Sin embargo, los modelos mas sofisticados que incluyen tales efectos se presentan como una
tarea a futuro.

Adicionalmente, la inevitable destruccién de una nube por la interaccién con un choque
externo nos lleva a considerar a futuro la influencia de campos magnéticos en el problema
como lo sugieren Vanhala y Cameron (1998). Podemos decir que las soluciénes presentadas
para el flujo auto—similar en la implosién sirven como soluciénes limite de una implosién
real en sus ultimas etapas.

Las aplicaciones del modelo presentado, sin embargo, no se reducen a los casos as-
trofisicos. Ess importante notar que en los laboratorios terrestres, se reproduce el fenémeno
llamado sonoluminicencia. Tal fenémeno se presenta cuando pequenas burbujas de aire en
el agua son comprimidas por ondas de sonido en el agua. En la compresién de las burbujas
se emite un rayo de luz que indica una gran concentracion de energia en el centro de la bur-
buja. Se considera que sélo mediante una onda de choque implosiva es posible concentrar
la energfa suficiente para generar los destellos observados (Putterman, 1995).

En la busqueda de ambientes propicios para inducir la fusién de varios nucleos, se ha
experimentado con implosiones inducidas por laseres en condensaciones de gas con simetria
cilindrica y esférica. Siguiendo el mismo principio que produce la sonoluminicencia en
burbujas de aire, se han llevado acabo experimentos recientes con resultados alentadores
(Knauer et al., 2002). Una variante del analisis relativista presentado en esta tesis puede

ser 1util en la descripcién paramétrica del flujo cercano al centro de la condensacion.



Apéndice A

Analisis Dimensional

Una cantidad adimensional (Sedov, 1959) es aquella que conserva su mismo valor sin
importar el sistema de unidades que se utilice en su mediciéon. Por otro lado, una cantidad
adimensional es aquella cuyo valor cambia segin el sistema de unidades empleado en su
medicién.

Del conjunto de unidades basicas de medicién (metro, kilogramo, segundo) se desprende
una gran variedad de unidades derivadas (Joules, Newtons, etc.) que pueden escribirse como
combinacion de las primeras. A la expresion de las unidades de medicién en términos de
las unidades basicas se le llama dimension.

Muchos problemas de la mecanica no-relativista implican cantidades derivadas de tres
dimensiones fundamentales: la masa, la longitud y el tiempo. De esta manera, las dimen-

siones de una cantidad cualquiera g estan dadas por
[q] = LAMH*TT™.

Donde L, M y T representan las dimensiones de longitud, masa y tiempo respectivamente.

Supongamos que se tiene una ley fisica expresada como

a=f(ay, ag, ..., ay), (A1)

donde a es una cantidad fisica dimensional que ademas es funcién de las cantidades dimen-
sionales aq, asg, ...a,. Esta relacién funcional tiene la misma forma en cualquier sistema de
unidades.

Supongamos que de las cantidades (a1, ag, ...ak,..., a,) solo las primeras k < n
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son dimensionalmente independientes. En otras palabras, ninguna a,, (con 1 < m < k)
puede escribirse como producto de las otras k — 1 cantidades’ . Escribamos entonces las

dimensiones de las cantidades bdsicas a1, ao, ... ,a, COMO

la1] = Aq, [ag] = A, ...
lak] =Ag.

Las restantes n + 1 — k cantidades tienen dimensiones que pueden escribirse como poten-
cias de las dimensiones de las k primeras cantidades independientes. En términos de las

dimensiones esto es

la] = AT AT AT

lapi1] = ATAL A%

[an] = APV AR AT

Hagamos un cambio de unidades en el que las cantidades a1, ao, ..., ap cambien en
factores o, asg, ..., ay respectivamente. En este nuevo sistema las cantidades bésicas se

relacionan con las originales de la siguiente manera,
I /o I
a] = o101, Ay = 0202, ..., ap = Ofaf.
Las cantidades dependientes se transforman entonces como

/ _ 41,392 9k

I p1_p2 Dr
a, =o' oy’ .o ap,

! m1, _m2 mp _ mi . ma mi

a =af"ay? . ata = o ay? . ag M far, ag, ..., ap), (A1)

En particular consideremos un cambio en el sistema tal que

T En particular, en el tratamiento tradicional de la mecénica se utilizan tres dimensiones independientes:
la masa, la longitud y el tiempo.
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1 1 1
ol =—, 0= —5..., 0O = —.
aq a9 a9
Con esto hemos cambiado a un sistema de unidades en el que los primeros k argumentos
de la funcién f son constantes e iguales a la unidad. La ecuacién (A.11) puede escribirse

como

/I m1_m2 mg
a =ai"ay”? ... o ka,
__ 1 m2 mg
=" ay? oyt flag, ag, ..., ap),
1

:agnl a;nz L (l;nk f(ah az, ..., an)7 (A'HI)

Debido a que la relacién (A.l)representa una ley fisica, su expresiéon matematica es

invariante ante cambios de unidades y, por lo tanto, en este nuevo sistema toma el valor
/ / / / / /
a =flay,ay,...,ap, ap q,-.., ay,), (Aav)

Al igualar las ecuaciones (A.111) y (A.1v) se obtiene

m=f1,1,..., 1,I,..., IL,_%) (A.v)
donde las cantidades

a

1 :aTl ay?..oapt’
Ak+1

I :a‘fl atzjz aik ’

a

I, = . my

=" m1 _mo
al a2 ...ak

son cantidades adimensionales.

La ecuacién (A.v) como forma adimensional de la ley fisica (A.I) muestra que una
relaciéon entre n + 1 cantidades dimensionales a, ai,..., a, se puede ser reducida a una
relacién de n + 1 — k cantidades adimensionales (Sedov, 1959).

A este resultado del andlisis dimensional se le conoce como Teorema Il o teorema de
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Buckingham y demuestra ademas que cuando una cantidad adimensional esta relacionada
con una funcién de cantidades dimensionales, estas sélo pueden presentarse en forma de
productos adimensionales. Mas atin, cualquier relacién con significado fisico entre canti-
dades dimensionales puede transformarse a otra entre cantidades adimensionales sin perder

su significado fisico.
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