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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. El problema (4) debe

ser contestado extensamente y con buenas justificaciones; el no hacerlo

implicará puntos menos en la calificación de este examen. En todos tus

cálculos enfatiza la f́ısica y justifica extensamente todo lo que hagas. En

particular, si utilizas tablas de integrales o algún “Computer Algebra

System (CAS)” como maxima, Wolfram, matematica o maple para algo

que de verdad no puedes resolver escribe la referencia y hazme llegar en

un pdf el cálculo. En todo el examen ı́ndices griegos toman valores 0,1,2,3

y los ı́ndices latinos toman valores 1,2,3. Argumentos inteligentes, eficacia

y orden en tus respuestas son la clave para obtener una buena calificación.

Este examen debe ser entregado a mas tardar a las 12hrs del lunes 6 de

agosto de 2018 en la oficina 202 de Sergio Mendoza en el Instituto de

Astronomı́a o bien escaneado y enviado por correo electrónico†. ¡Buena

Suerte!

†
El examen es individual. Aquellos que opien tendr�an una ali�ai�on de CERO en TODO el urso y

les ali�ar�e on NA en el mismo
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(1) Considera un espaio-tiempo estaionario urvo on un tensor m�etrio gαβ asoiado

al mismo.

(I) Muestra que el tensor m�etrio puede ser esrito omo:

ds2 =

(

√
g00dx

0 +
g0i√
g00

dxi
)2

− dl2, (1)

en donde el el intervalo dl del tres espaio est�a dado por:

dl2 :=

(

−gik +
g0ig0k

g00

)

dxidxk = γikdx
i
dxk, (2)

siendo γik el tensor m�etrio de este tres espaio:

γik :=

(

−gik +
g0ig0k

g00

)

. (3)

(II) Para el aso de geod�esias nulas o rayos de luz muestra que

dx0 = n dl, (4)

en donde el ��ndie de refrai�on n est�a dado por:

n :=
c

dl/dt
=

1

g00

[

−g0ie
i +

√
g00

]

, (5)

y en donde e es un tres vetor unitario (demu�estralo) a la trayetoria de la luz,

es deir, ei := dxi/dl.

El prinipio de Fermat desribe la trayetoria de un haz de luz de tal manera que es

\el m��nimo tiempo posible que tarda la luz en reorrer una trayetoria entre dos

puntos del espaio". Por lo tanto, la varii�on δt = 0 orresponde a una geod�esia

nula trazada por el rayo de luz. Debido a la euai�on (4) se obtiene entones que diho

prinipio est�a determinado por la relai�on matem�atia:

δ

∫

ndl = 0. (6)
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(III) Con todo lo anterior muestra que la variai�on:

δx0 =

∫
[

∂n

∂xk
+

n

2

∂(γij)

∂xk
eiej −

∂n

∂xi
eiek − n

dek

dl

]

dlδxk, (7)

y por lo tanto al igualarla a ero se obtiene:

dek

dl
=

∂ [ln(n)]

∂xk
+

1

2

∂(γij)

∂xk
eiej −

∂ [ln(n)]

∂xi
eiek. (8)

(IV) Por otra parte, dado que ek = γkpe
p
muestra que:

γkp
dep

dl
=

[

∂ln(n)

∂xk
−

∂ln(n)

∂xi
eiek

]

+

[

1

2

∂γij

∂xk
eiej −

∂γkp

∂xm
emep

]

, (9)

y por lo tanto

deq

dl
= γkqγkp

dep

dl
,

=

[

γkq∂ln(n)

∂xk
−

∂ln(n)

∂xi
eieq

]

+ γkq

[

1

2

∂γij

∂xk
eiej −

∂γkp

∂xm
emep

]

.

(10)

En adelante, supongamos que un rayo de luz se emite desde in�nito y es urvado por la

presenia de un potenial gravitaional generado por una distribui�on de masa. Dado

que el vetor de entrada o iniial e
i

y el vetor de salida o �nal e
f

no son paralelos

entre si, entones siempre puuede de�nirse un plano generado por estos dos vetores

en donde podemos poner el origen en ualquier punto de este plano y el haz de luz

puede pensarse omo ontenido siempre en este plano. Utilizando oordenadas esf�erias

r, θ,ϕ y suniendo que este plano se loaliza en θ = π/2 entones el �angulo de deexi�on

de la luz β est�a de�nido por:

β :=

∫

∞

0

(
∫

de3

dl
dl

)

dl− π. (11)

(V) Muestra entones que on los resultados anteriores el �angulo de deexi�on est�a

dado por:
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β =

∫

∞

0

(
∫
{[

γ3q∂ln(n)

∂x3
−

∂ln(n)

∂xi
eieq

]

+ γ3q

[

1

2

∂γij

∂x3
eiej −

∂γ3p

∂xm
emep

]}

dl

)

dl−π,

(12)

en donde la oordenada x3 = ϕ.

(VI) Muestra que paraa el aso de un espaio-tiempo est�atio y esf�eriamente sim�etri-

o dado por:

ds2 = g00c
2
dt2 + grrdr

2 − r2dΩ, (13)

el �angulo de deexi�on est�a dado por:

β = 2

∫

∞

r0

[−g00(r)g11(r)]
1/2

r

[

(

r

r0

)2

g00(r0) − g00(r)

]1/2
dr− π. (14)

(2) Considera un universo omo en el que vivimos atualmente y por lo tanto el prinipio

osmol�ogio es v�alido. En este ejeriio las unidades se esogen de tal manera que

8πG = c = 1. Imagina que la ai�on S del ampo gravitaional est�a dada por

S = −m

∫

ds−

∫

f(R)
√
−gd4x+

∫

Λ
√
−gd4x, (15)

En donde Λ est�a relaionada on el tensor de energ��a{momento Tµν mediante la relai�on

1

2
Tµν =

∂
√
−gΛ

∂gµν
−

∂

∂xα
∂
√
−gΛ

∂ (∂gµν/∂xα)
, (16)

y la funi�on f(R) es una funi�on arbitraria del esalar de Rii R. Las euaiones de

ampo que se obtienen diretamente de la variai�on δS en la relai�on (16) est�an dadas

por la euai�on (12) del examen de lase. <NO intentes demostrarlas para el examen!

pero diviertete en vaaiones hai�endolo).

(I) Muestra que la euai�on (12) del examen de lase en estas unidades y sin la

introdui�on de LM implian que las euaiones de ampo pueden esribirse
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omo:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = T urv

µν + Tmat

µν /f ′(R), (17)

en donde el tensor Tmat

αβ es el tensor de energ��a{momento est�andard asoiado

a la materia y el tensor (de energ��a{momento) T urv

αβ asoiado a urvatura est�a

de�nido por

T urv

αβ :=
1

f ′(R)

{

1

2
gαβ

[

f(R) − Rf ′(R)
]

+ f ′(R);µν (gαµgβν − gαβgµν)

}

, (18)

Veri�a que la euai�on (17) onverge a las euaiones de Einstein uando f(R) =

R.

Utilizando la m�etria de Friedman-Lemaitre-Robertson{Walker (FLRW) en las eua-

iones de ampo se obtienen las euaiones de Friedmann extendidas para f(R):

_ρ
tot

+ 3H(ρ
tot

+ p
tot

) = 0, (19)

H2 +
k

a2
=

1

3

[

ρ
urv

+
ρm

f ′(R)

]

, (20)

2
�a

a
+H2 +

k

a2
= −(p

urv

+ pm) , (21)

en donde a(t) representa el fator de esala, H(t) la onstante de Hubble,

_[] := d/dt,

ρ
tot

:= ρ
mat

/f ′(R) + ρ
urv

y p
tot

:= p
mat

/f ′(R) + p
urv

on

ρ
urv

=
1

f ′(R)

{

1

2

[

f(R) − Rf ′(R)
]

− 3H _Rf ′′(R)

}

, (22)

p
urv

= w
urv

ρ
urv

, (23)

w
urv

= −1+

�Rf ′′(R) + _R
[

_Rf ′′′(R) −Hf ′′(R)
]

[f(R) − Rf ′(R)] /2− 3H _Rf ′′(R)
. (24)

Nota que de esta manera se puede pensar al universo omo un uido asoiado a ma-

teria bari�onia y otro asoiado a efetos de urvatura. Es natural suponer que ambos

uidos no interaionan entre si. El insertar la m�etria de Robertson{Walker en la eua-

i�on (17) impone tambi�en una ondii�on sobre el esalar de urvatura R en funi�on del
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fator de esala dada por

R = −6

(

_H+ 2H2 +
k

a2

)

. (25)

(ii) Muestra que en la �epoa presente, omo la urvatura κ = 0 y el universo es de

polvo, i.e. p
mat

= 0, entones

_ρ
urv

+ 3H(1+w
urv

)ρ
urv

= −
1

f ′(R)
( _ρm + 3Hρm) − ρm

df ′(R)

dt
. (26)

De aqu�� y utilizando la onservai�on de masa muestra que

_ρ
urv

+ 3H(1 +w
urv

)ρ
urv

= 3H2
0ΩM(1+ z)3 ×

_Rf ′′(R)

[f ′(R)]2
. (27)

en donde ΩM es el par�ametro de densidad de masa (f. examen de lase).

(iii) Utilizando las euaiones (20) y (21) muestra que

_H +
1

2

[

ρm

f ′(R)
+ (1+w

urv

)ρ
urv

]

= 0,

para as�� obtener

_H = −
1

2f ′(R)

{

3H2
0ΩM(1+ z)3 + �Rf ′′(R) + _R

[

_Rf ′′′(R) −Hf ′′(R)
]}

. (28)

(iv) Muestra que d/dt = −(1+ z)Hd/dz para as�� onluir que la euai�on (28) toma

la forma

H3(z)
d3f

dz3
+H2(z)

d2f

dz2
+H1(z)

df

dz
= −3H2

0ΩM(1+ z)3 (29)
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on:

H1 = _R2

(

dR

dz

)−4
[

3

(

dR

dz

)−1 (
d2R

dz2

)2

−
d3R

dz3

]

−
(

�R − _RH
)

(

dR

dz

)−3
d2R

dz2
−

−2(1+ z)H
dH

dz

(

dR

dz

)−1

,

(30)

H2 =
(

�R− _RH
)

(

dR

dz

)−2

− 3 _R2

(

dR

dz

)−4
d2R

dz2
, (31)

H3 = _R2

(

dR

dz

)−3

. (32)

(v) Muestra on ayuda de la euai�on (25) que

dR

dz
= −6

{

−(1+ z)

(

dH

dz

)2

+H

[

3
dH

dz
− (1+ z)

d2H

dz2

]

}

, (33)

�R − _RH = 6(1+ z)H2

{

3(1+ z)2
dH

dz

d2H

dz2
+H

[

(1+ z)2
d3H

dz3
− 6

dH

dz

]}

. (34)

Para onoer el valor de la funi�on f(R) osmol�ogia que funiona omo energ��a osura,

basta on sustituir las euaiones (33)-(34) en la euai�on (29) para as�� obtener una

euai�on diferenial para f(R(z)) en funi�on de la forma observaional que tenga la

onstante de Hubble H(z).

(VI) Muestra que si f(R) = Rn
-ley de potenias, y que uando n = 3/2 omo lo

demostraste en la segunda pregunta del examen en lase, entones para la �epoa

atual, dominada por polvo y on urvatura negativa se obtiene una expansi�on

aelerada en el universo atual. De heho, el diagrama de Hubble puede expliarse

on las observaiones atuales de manera muy preisa uando n = 3/2.

(3) Consideremos el ujo de gas (arei�on) que ae haia una masa entral m. La m�etria

del espaio tiempo produida por esta masa entral es la m�etria de Shwarzshild que

en este aso toma la forma

ds2 = gµνdx
µ
dxν = (1− 2m/r) dt− (1− 2m/r)−1

dr2 − r2dΩ2. (35)
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Cuando las euaiones de la hidrodin�amia se tienen que esribir en la presenia de

un ampo gravitaional signi�ante hay que reemplazar algunas derivadas ordinarias

en las euaiones de movimiento por derivadas ovariantes. La euai�on de ontinui-

dad, la euai�on de Euler y la euai�on de onservai�on de la entrop��a se esriben

respetivamente de la siguiente manera

nµ
;µ = 0 (36)

ωuµuν;µ =
∂p

∂xν
− uνu

µ ∂p

∂xµ
(37)

(σuα);α = 0. (38)

Las dos �ultimas relaiones se obtienen de pedir que la divergenia generalizada del

tensor de energ��a{momento Tµν sea nula, es deir,

Tµ
ν;µ = 0. (39)

(a) Muestra que a partir de la euai�on (39) se obtienen las euaiones (37) y (38).

Demuestra adiionalmente la euai�on de ontinuidad (36).

(b) Muestra que en el aso de un ujo de arei�on estaionario (∂/∂t = 0), la eua-

i�on (36) y la euai�on (39) implian que

(

u0
)2

=
1

1− 2m/r

(

1+
ϑ2

1− 2m/r

)

, (40)

d

dr

(

r2nϑ
)

= 0, (41)

d

dr

{

r2 (e+ p) ϑ

√

1− 2m/r + ϑ2
}

= 0. (42)

ϑ
dϑ

dr
= −

dp

dr

1− 2m/r + ϑ2

e+ p
−

m

r2
, (43)

en donde ϑ := u1 = dr/ds.

(44)
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() Muestra on lo anterior que

1

n2
(e+ p)2

(

1− 2
m

r
+ ϑ2

)

= onst := E. (45)

n
de

dn
− e− p = 0. (46)

Compara la euai�on (46) on la la primera ley de la termodin�amia. >Qu�e dife-

renias y similitudes observas?

(d) Muestra que la veloidad ϑ satisfae la euai�on diferenial

dr

r

{

2Ω2 −
m

r (1− 2m/r+ ϑ2)

}

+
dϑ

ϑ

{

Ω2 −
ϑ2

1− 2m/r+ ϑ2

}

= 0, (47)

en donde

Ω2 :=
d ln (e+ p)

d lnn
− 1. (48)

Si alguno de los fatores dentro de las llaves de la euai�on (47) se anula, entones

las soluiones son multivaluadas para r o ϑ. Para que el ujo en arei�on alane

el entro es neesario que la veloidad se inremente monotoniamente haia el

entro de la on�gurai�on. Muestra entones que los puntos r��tios est�an dados

por

ϑ2


= m/2r


, Ω2


=
ϑ2

1− 3ϑ2


. (49)

Finalmente muestra que el punto r��tio se enuentra a un radio mayor al radio

de Shwarzshild.

(e) Considera que el gas en arei�on es un gas politr�opio uya euai�on de estado

es p ∝ nκ ∝ nT .

(i) Supongamos que κ = 4/3 y que la temperatura T∞ evaluada en in�nito

(en donde ϑ∞ = 0) es diferente de ero. Muestra entones que

T


≈ 2T∞, T
S

≈
√
6

4

(

m

r
S

)2/3

T 1/2
∞

, (50)

en donde T
S

y T


representan valores de la temperatura evaluados en el
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radio de Shwarzshild y en el punto r��tio respetivamente. Para mos-

trar la segunda relai�on de la euai�on (50) asume que la temperatura T
S

evaluada al radio de Shwarzshild es tal que T
S

≪ 1.

(ii) Considera que κ = 5/3 y muestra que

T
S

≈ 0.3

(

m

r
S

)4/3

, u4


≈ 20

27
T∞. (51)

(f) Una manera alternativa de llegar a la euaion (47) es la siguiente. En relatividad

general se die que un ampo es est�atio si el uerpor que produe el ampo se

enuentra �jo en el sistema de referenia en el ual el tensor m�etrio gµν no

depende de la omponente temporal x0. De esta manera, omo ambas direiones

del tiempo son equivalntes entones puede esogerse un sistema de referenia en

el ual el intervalo ds no varie uando se ambie el signo de x0 y por lo tanto

g0α = 0 para diho ampo. Muestra que uando la tres veloidad del uido es

ero entones la uatro{veloidad uα := dxα/ds satisfae:

uα = 0, u0 = 1/
√
g00. (52)

De�ne la veloidad v

k = dxk/dτ y muestra que v

k = dxk/
√
g00dx

0
. Con esto

muestra que la uatro veloidad uµ
es tal que

u0 = γ/
√
g00, y uk = γvk, (53)

on γ−2 := 1−v

2
. Con esto muestra que si el ujo es adem�as adiab�atio entones

la omponente temporal de la euai�on de Euler (euai�on (2) del examen en

lase) puede simpli�arse enormemente para dar:

γv �∇
(w

n
γ
√
g00

)

= 0, (54)

y por lo tanto la euai�on de Bernoulli en relatividad general toma la forma

w

n
γ
√
g00 = onst. (55)
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sobre una l��nea de orriente.

(g) Muestra que en el l��mite de ampo d�ebil la euai�on (55) onverge a la euai�on

de Bernoulli en relatividad espeial.

(h) Considera ahora un ujo sim�etriamente esf�erio que es aretado haia un agujero

negro de Shwarzshild. Muestra utilizando la euai�on de ontinuidad que

nur2 = onst., (56)

en donde u es la omponente radial de la uatro veloidad uµ
. Tambi�en muestra

que

u0 =

(

1−
2M

r
+ u2

)1/2

. (57)

Con esto y utilizando la euai�on de Bernoulli (55) muestra que

(

p+ e

n

)2(

1−
2M

r
+ u2

)

= onst. (58)

Las euaiones (56) y (58) representan las integrales de movimiento para un ujo

de arei�on on simetr��a esf�eria haia un agujero negro de Shwarzshild. Con

esto deriva diretamente la relai�on (47).

(4) Considera un plasma astrof��sio que se mueve de manera relativista, en ausenia de

ampos gravitaionales. Al igual que en hidrodin�amia Newtoniana, es posible que

existan iertas disontinuidades en el ujo del plasma.

(i) Muestra que si x es la direi�on ortogonal a la super�ie de disontinuidad la

ual orresponde a una onda de hoque, entones la euai�on de ontinuidad

y la nulidad de la divergenia del tensor de energ��a{momento implian que los

ujos de n�umero de part��ulas, momento y energ��a sean onservados, es deir,

[nux] = 0, [Txx] = [w(ux)2 + p] = 0, [T 0x] = [wu0ux] = 0. (59)

Los orhetes [a] apliados a la antidad f��sia a signi�an [a] := a2 − a1, y los

sub��ndies 1, 2 se re�eren a ujo pre y post{hoque respetivamente. Utilizando
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la euai�on (59) muestra que en el sistema de referenia de la onda de hoque

β1γ1/V1 = β2γ2/V2, (60)

w1β
2
1γ

2
1 + p1 = w2β

2
2γ

2
2 + p2, (61)

w1β1γ
2
1 = w2β2γ

2
2, (62)

on V1,2 := 1/n1,2 los vol�umenes por part��ula y γ1,2 los orrespondientes fa-

tores de Lorentz para las veloidades β1,2. Muestra adem�as que las euaio-

nes (60)-(62) onvergen a las euaiones (33.4)-(33.6) del libro del urso en el

l��mite no-relativista.

Las euaiones anteriores se onoen omo las ondiiones de salto de Taub. Lo que

ahora sigue es alular estas ondiiones de salto en un sistema de referenia arbitrario.

(ii) Muestra que para ujo unidimensional la nulidad de la divergenia del tensor

de energ��a momento implia la onservai�on de energ��a (∂T 0α/∂xα = 0) y la

euai�on de onservai�on de momento (∂T 1α/∂xα = 0), es deir

∂

∂t

{

β
p+ ǫ+ ρ

1− β2

}

+
1

rk
∂

∂r

{

rk
p+ β2(ǫ + ρ)

1− β2

}

−
kp

r
= 0, (63)

∂

∂t

{

ǫ+ β2p+ ρ[1−
√

1− β2]

1− β2

}

+
1

rk
∂

∂r

{

rkβ
p+ ǫ + ρ[1−

√

1− β2]

1− β2

}

= 0,

(64)

donde la densidad de masa ρ := mn y e := ρ+ ǫ, on ǫ la densidad de energ��a

interna. Muestra tambi�en que la euai�on de ontinuidad puede esribirse omo

∂

∂t

ρ
√

1− β2
+

1

r2
∂

∂rk

{

rkβ
ρ

√

1− β2

}

= 0, (65)

on k = 0, 1, 2 dependiendo si la simetr��a del problema es plana, il��ndria o

esf�eria.

Las tres euaiones anteriores pueden esribirse omo

∂

∂t

(

rkA
)

+
∂

∂r

(

rkB
)

+ C = 0, (66)
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PSfrag replaements (t1, r1)

(t0, r0)

Φ
[A2, B2]

[A1, B1]

t

r

Gas no hoado

Gas hoado

Figura 1: La �gura muestra la l��nea de universo de una onda de hoque. La hipersuper�ie

φ es elegida de tal forma que su espesor y su altura tiendan a ero para poder relaionar

los lados 1 y 2 del ujo antes y despu�es del hoque.

on A y B funiones que dependen de la oordenada r y el tiempo t.

(iii) Integra la euai�on (66) sobre la hipersuper�ie Φ que se muestra en la �gura 1

y muestra on ayuda del teorema de Stokes que

∮

∂Φ

(

rkAdr − rkB dτ
)

+

∫

Φ

∫

Cdτdr = 0. (67)

De aqu�� muestra que omo dr y dτ son antidades de primer orden, entones la

euai�on sobre la hipersuper�ie φ es despreiable en omparai�on on la de su

frontera ∂φ. Demuestra adem�as que uando el volumen de integrai�on tiende a

ero entones la oordenada r permanee onstante a lo largo de ada segmento
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de integrai�on y por lo tanto

∮

∂Φ

(−Adr+ B dτ) ≈ − [A1(r1 − r0) −A2(r1 − r0)] + B1(τ1−τ0)−B2(τ1−τ0) = 0.

(68)

Con esto muestra entones que

β
s

[A] = [B], (69)

en donde la veloidad de la onda de hoque β
s

:= (r1 − r0) / (t1 − t0) y omo

antes [ζ] := ζ2 − ζ1. Muestra on todo esto que las ondiiones de salto de Taub

esritas en ualquier sistema de referenia est�an entones dadas por

βs

[

β
p+ ǫ+ ρ

1− β2

]

=

[

p+ β2(ǫ+ ρ)

1− β2

]

, (70)

βs





ǫ+ β2p+ ρ
[

1−
√

1− β2
]

1− β2



 =



β
p+ ǫ+ ρ

[

1−
√

1− β2
]

1− β2



 , (71)

βs

[

ρ
√

1− β2

]

=

[

β
ρ

√

1− β2

]

. (72)

(iv) Solo para este iniso y el siguiente, supongamos que el ujo es altamente relati-

vistay por lo tanto el fator de Lorentz γ asoiado a ualquier veloidad (pre y

post hoque, as�� omo el de la onda de hoque) satisfae:

γ2 :=
1

1− β2
=

1

(1+ β) (1− β)
≈ 1

2 (1− β)
. (73)

Sustituye esta relai�on para ada una de las veloidades β que apareen en la

euai�on (72) y enuentra una relai�on para la densidad de masa ρ en funi�on

de ρ1 y los fatores de Lorentz de las veloidades β1, β2 y β
s

. En la relai�on

�nal que obtengas reuerda que los fatores de Lorentz son grandes y que las

veloidades β son eranas a 1, es deir, tu resultado tiene que ser obtenido de

forma aproximada on estas onsideraiones.

(v) Considera las suposiiones del iniso anterior. En el aso de hoque extremada-
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mente fuerte, resulta que (no lo demuestres):

γ2
1 =

3

4

p2

p1
γ2
2. (74)

Sustituye �esta euai�on en la relai�on �nal que obtuviste del iniso anterior y

obten una relai�on entre las densidades de masa y presiones de ambos lados del

hoque. Considera adem�as que el el gas (pre y post hoque) son politr�opios

de tal manera que P ∝ ρ4/3. Con esto �ultimo y lo que has alulado, obt�en una

euai�on �nal que relaione las presiones pre y post hoque en funi�on de algunos

fatores de Lorentz.

(vi) De ahora en adelante esogeremos un sistema de referenia en el ual el gas pre{

hoque est�e en reposo y por lo tanto β1 = 0. Esribe expl��itamente las relaiones

de Taub en este sistema de referenia y muestra que

βs − β2 =
β2

(

1− (β2)
2
)

(β2)2p2 + ǫ2 + ρ2

{

1−
√

(1− (β2)2)
}

− ǫ1 (1− (β2)2)
, (75)

ǫ2 = ρ2 {γ2 − 1} +
βsǫ1 + β2p1

βs − β2
, (76)

ρ2

ρ1
=

βs

βs − β2

1

γ2
= γ2

{

p2 + ǫ2

p2 + ǫ1

}

+

{

ρ2

p2 + ǫ1
(γ2 − 1)

}

. (77)

Con esto muestra que la ondii�on de brino para la densidad de energ��a est�a

dada por

e2 = ρ2γ2 +
ρ2

ρ1
γ2ǫ1 +

ρ2

ρ1
p1

β2

βs
γ2, (78)

y por tanto la energ��a por unidad de masa inmediatamente despu�es del hoque

es entones

e2

ρ2
=

γ2

ρ1

{

e1 + p1
β2

βs

}

. (79)

(vii) En lo subseuente trabajaremos �uniamente on una onda de hoque fuerte, para

la ual las antidades p1 y ǫ1 son peque~nas en omparai�on on p2 y e2. Muestra
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que para este aso

ǫ2 = ρ2c
2 (γ2 − 1) . (80)

ρ2

ρ1
=

1

p2
{γ2(p2 + ǫ2) + ǫ2} . (81)

Adem�as eval�ua estas relaiones para un gas politr�opio tal que p = (κ − 1)ǫ y

enuentra que

ρ2

ρ1
= γ2

κ

κ− 1
+

1

κ− 1
, (82)

Γs =
γ2

√

1− 2(κ− 1)/κ
, (83)

En donde el Γs representa el fator de Lorentz de la onda de hoque y γ el del ujo

pre{hoque. <<<Nota que la densidad post-hoque no tiende a una onstante en el

aso de hoques fuertes, omo suede en el aso Newtoniano (f. euai�on (33.7)

del libro del urso)!!!


