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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. En todos tus calculos
enfatiza la fisica y justifica extensamente todo lo que hagas. En particular,
si utilizas tablas de integrales o algtin “Computer Algebra System (CAS)”
como maxima, Wolfram, matematica o maple para algo que de verdad no
puedes resolver escribe la referencia. En todo el examen indices griegos
toman valores 0,1,2,3 y los indices latinos toman valores 1,2,3. Argumentos
inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener
una buena calificacion. Este examen debe ser entregado a mas tardar a las
12hrs del sbado 27 de enero de 2017 en la oficina 202 de Sergio Mendoza
en el Instituto de Astronomia o bien escaneado y enviado por correo

electrénico’. jBuena Suerte!

TEl examen es individual. Aquellos que copien tendrdn una calificacién de CERO en TODO el curso y
les calificaré con NA en el mismo
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(1) Considera un espacio-tiempo estacionario curvo con un tensor métrico g3 asociado

al mismo.

(I) Muestra que el tensor métrico puede ser escrito como:

2
ds? = («/_dxo + &dxi> — 412 1
goo /G0 ) (1)
en donde el el intervalo dl del tres espacio estd dado por:
a2 = <—gﬂ< + %) dxtdx® = yyedxtdx®, (2)
00

siendo y;ik el tensor métrico de este tres espacio:

Yik = <—9ﬂ< + M) . (3)
9goo

(II) Para el caso de geodésicas nulas o rayos de luz muestra que
dx® =ndl, (4)

en donde el indice de refraccién n estd dado por:

c 1 i
n dl/dt ~ g goi€ + /900 » (5)

y en donde e es un tres vector unitario (demuéstralo) a la trayectoria de la luz,

es decir, e' ;= dx'/dl.

El principio de Fermat describe la trayectoria de un haz de luz de tal manera que es
“el minimo tiempo posible que tarda la luz en recorrer una trayectoria entre dos
puntos del espacio”. Por lo tanto, la varicién 6t = 0 corresponde a una geodésica
nula trazada por el rayo de luz. Debido a la ecuacién (4) se obtiene entonces que dicho

principio estd determinado por la relacién matemdtica:

5Jnd1 =0. (6)
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(III) Con todo lo anterior muestra que la variacién:

—eleg —n—— | dloxk, (7)

on mo(yy) ;. on . dey
5 0 — e i ) i) i
x Haxk 2 oxk © ¢ T axd dl

y por lo tanto al igualarla a cero se obtiene:

dex _ dlln(m)]  13(yy) ; ; 09lln(n)]
dl — oxk 2 oxk oxt

eley. (8)

(IV) Por otra parte, dado que e = yypeP muestra que:

deP Oln(n) Oln(n) . 10vy - :  Ovk
Yoot = T ox O T 2ae et @ O
y por lo tanto
ded K deP
2 kay, 2
al Y Ykp av’ (10)
oln(n) Odln(n) ; 10vy & - Ovk
= |ykd — EPAPY kg | Y otp) _ ZTXP omep |
Y Toxk ad S TY 29 T €

En adelante, supongamos que un rayo de luz se emite desde infinito y es curvado por la
presencia de un potencial gravitacional generado por una distribucién de masa. Dado
que el vector de entrada o inicial e; y el vector de salida o final ef no son paralelos
entre si, entonces siempre puuede definirse un plano generado por estos dos vectores
en donde podemos poner el origen en cualquier punto de este plano y el haz de luz
puede pensarse como contenido siempre en este plano. Utilizando coordenadas esféricas

T,0, @ y suniendo que este plano se localiza en 6 = 7t/2 entonces el dngulo de deflexidn

B = J:o <J dd—efm) dl— . (11)

(V) Muestra entonces que con los resultados anteriores el dngulo de deflexién estd

de la luz (3 estd definido por:

dado por:
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% dln(n) dln(n) ; 10vi ; :  0v3
— 3 3 ; .
p= JO <J { |:Y 4 e od eted| +y 53 ele) — o emeP | Ldl) dlm,
(12)

en donde la coordenada x> = ¢.

(VI) Muestra que paraa el caso de un espacio-tiempo estdtico y esféricamente simétri-

co dado por:

ds? = gooc’dt? + gyrdr? — 1r2dQ, (13)

el dngulo de deflexién estd dado por:

2J°° [—goo(r) g1 (r)]/2 dr — (14)

. 5 172
T [<L> goo(To) — Qoo(T)]
To

(2) Considera un universo como en el que vivimos actualmente y por lo tanto el principio
cosmoldgico es vdalido. En este ejercicio las unidades se escogen de tal manera que

8ntG = c = 1. Imagina que la accién S del campo gravitacional estd dada por

S :—des—Jf(R)\/—gd4x+J/\\/—gd4x, (15)
En donde A esta relacionada con el tensor de energia—momento T, mediante la relacién

1 0/—gA 0 0/—gA
To= Y OA_ 0 _OVGA (16

2 gy ax*d (agHY/oxx)’

y la funcién f(R) es una funcién arbitraria del escalar de Ricci R. Las ecuaciones de
campo que se obtienen directamente de la variacién &S en la relacién (16) estan dadas
por la ecuacién (12) del examen de clase. jNO intentes demostrarlas para el examen!

pero diviertete en vacaciones haciéndolo).

(I) Muestra que la ecuacién (12) del examen de clase en estas unidades y sin la

introduccién de Ly implican que las ecuaciones de campo pueden escribirse
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como:

1
Guy = Ry = 5Rguy = T + TEH/F'(R), (17)

en donde el tensor Tg%at es el tensor de energia—momento estdndard asociado
a la materia y el tensor (de energia-momento) Tsp" asociado a curvatura estd

definido por

1 ] / / SRV
Tow TR {59045 [f(R) — Rf'(R)] + f'(R)™ (gangpy — roﬁguv)} ,  (18)

Verifica que la ecuacién (17) converge a las ecuaciones de Einstein cuando f(R) =
R.

Utilizando la métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) en las ecua-

ciones de campo se obtienen las ecuaciones de Friedmann extendidas para f(R):

Ptot + 3H(Ptot + Prot) = 0, (19)

k 1 Pm
HZ 5 = 3 curv ) 20
= 3 [ =
2% + Hz + p - - (pcurv + pm) ) (21)

en donde a(t) representa el factor de escala, H(t) la constante de Hubble, 0:= d/dt,
Ptot :— pmat/f,(R) + Pcurv y ptot = pmat/f/(R) + pcurv con

1 1 / Sl
e = gy {3 [FR) ~ RIRI] = 3HR(R) 22)
Peurv = WeurvPcurv, (23)

RA"(R) + R [RF"(R) — HF"(R)|
[f(R) — Rf’(R)] /2 — 3HRf”(R)

Weury = -1+ (24)
Nota que de esta manera se puede pensar al universo como un fluido asociado a ma-
teria baridnica y otro asociado a efectos de curvatura. Es natural suponer que ambos
fluidos no interaccionan entre si. El insertar la métrica de Robertson-Walker en la ecua-

cién (17) impone también una condicién sobre el escalar de curvatura R en funcién del
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factor de escala dada por
. k
R=—6 <H+2H2+—2>. (25)
a
(11) Muestra que en la época presente, como la curvatura k = 0 y el universo es de
polvo, i.e. pmat = 0, entonces

df’(R)
dt

) 1T .
Pcury + 3H(] + Wcurv)pcurv = _—(pm + 3Hpm) — Pm (26)

f'(R)
De aqui y utilizando la conservacién de masa muestra que

Rf”(R)

pcurv +3H(] +Wcurv) curv — 3H2Q (] +z 3 X .
P 0~~M ) [f’(R)]z

en donde Qp, es el pardmetro de densidad de masa (cf. examen de clase).

(111) Utilizando las ecuaciones (20) y (21) muestra que

o T pm
H = | = 1 curv)Pcurv| — Y,
+2[f’(R)+( + Weurv) P ] 0

para asi obtener

. 1 = S | Dem "
H = Sy {3H80M 01 +2)7 4 RER) + R[RFVR) — HI'(R] | . (28)

(1v) Muestra que d/dt = —(1 + z)Hd/dz para asi concluir que la ecuacién (28) toma

la forma & 2 d
f f f
o5 T Ha(e) o iz = —3H{OMm(1 +2)? (29)

3 (z) dz? dz
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con:

L /dR\ Y[ /ar\ T /daZR\? @R L dr\ 3 aZr
_p2(=2n bt hadii et B o Hh et
=R (dz) 3 (dz) <d22> az? (R RH) <dz> dz?

—1
—2(1 +z)HE <ﬁ> ,

dz \ dz
(30)
L dR\ % ., /dR) " d2R
. [dR\ ®
=R(—=) . 32
w—i () (32)
(v) Muestra con ayuda de la ecuacién (25) que

R_ L g (MY n[® g eH (33)

dz dz dz dz2 | [’

. dH d?H d*H  _dH
R—RH = 6(1 H2 {301 2~ 4 HI|(O 2 |}, 4
6(1+2z) {3( +z) 2 a2 + [( +z) 023 dz}} (34)

Para conocer el valor de la funcién f(R) cosmoldgica que funciona como energia oscura,
basta con sustituir las ecuaciones (33)-(34) en la ecuacién (29) para asi obtener una
ecuacién diferencial para f(R(z)) en funcién de la forma observacional que tenga la
constante de Hubble H(z).

(VI) Muestra que si f(R) = R™ -ley de potencias, y que cuando n = 3/2 como lo
demostraste en la segunda pregunta del examen en clase, entonces para la época
actual, dominada por polvo y con curvatura negativa se obtiene una expansién
acelerada en el universo actual. De hecho, el diagrama de Hubble puede explicarse

con las observaciones actuales de manera muy precisa cuando n = 3/2.

(3) Consideremos el flujo de gas (acrecidén) que cae hacia una masa central m. La métrica
del espacio tiempo producida por esta masa central es la métrica de Schwarzschild que

en este caso toma la forma

ds? = guvdxtdx¥ = (1 —2m/r)dt — (1 — 2m/r) " dr? — 202 (35)
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Cuando las ecuaciones de la hidrodindmica se tienen que escribir en la presencia de
un campo gravitacional significante hay que reemplazar algunas derivadas ordinarias
en las ecuaciones de movimiento por derivadas covariantes. La ecuacién de continui-
dad, la ecuacién de Euler y la ecuacidén de conservaciéon de la entropia se escriben

respectivamente de la siguiente manera

nt, =0 (36)

op op

18 G -
WUy = = 5~ uut oo (37)
(ou®). = 0. (38)

Las dos ultimas relaciones se obtienen de pedir que la divergencia generalizada del

tensor de energia-momento T, sea nula, es decir,
T, =0. (39)

(a) Muestra que a partir de la ecuacién (39) se obtienen las ecuaciones (37) y (38).

Demuestra adicionalmente la ecuacién de continuidad (36).

(b) Muestra que en el caso de un flujo de acrecién estacionario (0/0t = 0), la ecua-

cién (36) y la ecuacién (39) implican que

(uo)z 1 —zm/r (1 9 —Zm/r> (40)
& (7o) =0
%{rz(e +p)8\/m} =0. (42)

dd  dpl —2m/T+9* m
9= b ot AL A
dr  dr e+p 2

| |
—~
N
=
-

, (43)

en donde 9 :=u' = dr/ds.
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(c) Muestra con lo anterior que

| 2 mo 82 _ .
p(e+p) <1 —27 +9 ) = const :=E. (45)

— _e—p=0. 46
ng—e—p (46)

Compara la ecuacién (46) con la la primera ley de la termodindmica. ;Qué dife-

rencias y similitudes observas?

(d) Muestra que la velocidad O satisface la ecuacién diferencial

dr m ds 92
— 1207 - w2 v
T { Q r(]—Zm/r+82)}+ 9 {Q 1—2m/r—|—82} 0, (47)

en donde

_dln(e+p)
~ dlnn

Q2 1. (48)

Si alguno de los factores dentro de las llaves de la ecuacién (47) se anula, entonces
las soluciones son multivaluadas para r o 8. Para que el flujo en acrecién alcance
el centro es necesario que la velocidad se incremente monotonicamente hacia el
centro de la configuracién. Muestra entonces que los puntos criticos estdn dados

por

¥ =m/2r, Q2 = i.
Cc ) C ]_3{)%

Finalmente muestra que el punto critico se encuentra a un radio mayor al radio
de Schwarzschild.

(49)

(e) Considera que el gas en acrecién es un gas politrépico cuya ecuaciéon de estado

es p x n® xnT.

(1) Supongamos que k = 4/3 y que la temperatura T, evaluada en infinito

(en donde ¥, = 0) es diferente de cero. Muestra entonces que

2/3
Tc ~ 2Too> TS ~ ? <E> T;c{z) (50)

en donde Tg y T. representan valores de la temperatura evaluados en el
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radio de Schwarzschild y en el punto critico respectivamente. Para mos-
trar la segunda relacién de la ecuacién (50) asume que la temperatura Tg

evaluada al radio de Schwarzschild es tal que Tg < 1.
(11) Considera que k = 5/3 y muestra que

4/3
~03 (™ 4,20
Ts ~ 0.3 <Ts> v T (51)

(f) Una manera alternativa de llegar a la ecuacion (47) es la siguiente. En relatividad
general se dice que un campo es estatico si el cuerpor que produce el campo se
encuentra fijo en el sistema de referencia en el cual el tensor métrico g,, no
depende de la componente temporal x°. De esta manera, como ambas direcciones
del tiempo son equivalntes entonces puede escogerse un sistema de referencia en
el cual el intervalo ds no varie cuando se cambie el signo de x° y por lo tanto
doo = O para dicho campo. Muestra que cuando la tres velocidad del fluido es

cero entonces la cuatro—velocidad u* := dx*/ds satisface:

u* =0, u’ =1//g00. (52)

Define la velocidad v* = dx*/dt y muestra que v* = dx*/,/goodx’. Con esto

muestra que la cuatro velocidad u* es tal que

uO = Y/\/ goo, Yy uk = Y'Uka (53)

con y 2 := 1—v?. Con esto muestra que si el flujo es ademds adiabético entonces
la componente temporal de la ecuacién de Euler (ecuacién (2) del examen en

clase) puede simplificarse enormemente para dar:

oV (Svvaw) =0, (54)

y por lo tanto la ecuacién de Bernoulli en relatividad general toma la forma

Ky,/goo = const. (55)
n
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sobre una linea de corriente.

Muestra que en el limite de campo débil la ecuacién (55) converge a la ecuacién

de Bernoulli en relatividad especial.

Considera ahora un flujo simétricamente esférico que es acretado hacia un agujero

negro de Schwarzschild. Muestra utilizando la ecuacién de continuidad que

nur? = const., (56)

en donde u es la componente radial de la cuatro velocidad u*. También muestra

que
2M 12
Uy = <1—T+u2> : (57)
Con esto y utilizando la ecuacién de Bernoulli (55) muestra que
pte 2 M 2
< > (1 ——+u > = const. (58)
n T

Las ecuaciones (56) y (58) representan las integrales de movimiento para un flujo
de acrecién con simetria esférica hacia un agujero negro de Schwarzschild. Con

esto deriva directamente la relacién (47).



