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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. En todos tus cálculos

enfatiza la f́ısica y justifica extensamente todo lo que hagas. En particular,

si utilizas tablas de integrales o algún “Computer Algebra System (CAS)”

como maxima, Wolfram, matematica o maple para algo que de verdad no

puedes resolver escribe la referencia. En todo el examen ı́ndices griegos

toman valores 0,1,2,3 y los ı́ndices latinos toman valores 1,2,3. Argumentos

inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener

una buena calificación. Este examen debe ser entregado personalmente a

mas tardar a las 12hrs del lunes 22 de julio de 2013 en la oficina 202 de

Sergio Mendoza en el Instituto de Astronomı́a†. ¡Buena Suerte!

†
El examen es individual. Aquellos que opien tendr�an una ali�ai�on de CERO en TODO el urso y

les ali�ar�e on NA en el mismo
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(1) Considera un espaio-tiempo de Shwarzshild, generado por una masa puntual M.

(I) Muestra que la euai�on de movimiento para una part��ula libre de masa m

puede esribirse omo:

(

dr

dτ

)2

=
E2 − c

4

c
2

+
2GM

r
−

h2
S

r2

(

1−
2 r

g

r

)

, (1)

en donde r
g

:= GM/c2 es el radio gravitaional, as�� omo la energ��a interna

espe���a E y el momento angular espe���o h
S

est�an dados respetivamente

por:

E = u0 = c
2

(

1−
2 r

g

r

)

dt

dτ
, h

S

= −uϕ = r2
dϕ

dτ
. (2)

en donde se ha de�nido la uatro-veloidad omo uµ := dxµ/dτ y por lo tanto

uµu
µ = c2.

Muestra adem�as que en t�erminos del tiempo t, la segunda relai�on en (2) y la

euai�on (1) son respetivamente:

dϕ

dt
=

c
2

E

(

1−
2 r

g

r

)

h
S

r2
, (3)

dr

dt
=

c
2

E

(

1−
2 r

g

r

)

√

2E
S

+
2GM

r
−

h2
S

r2

(

1−
2 rg

r

)

, (4)

en donde la energ��a:

E
S

:=
E2 − c

4

2 c2
. (5)

Demuestra que �esta de�nii�on de energ��a es perfeta para ser una energ��a bien

de�nida en una desripi�on relativista debido a que en el l��mite no-relativista se

obtiene:

E
S

−−−→
c→∞

E
N

:=
1

2

(

_r2 + r2 _ϕ2
)

−
GM

r
. (6)
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(II) Considera el l��mite de bajas energ��as en donde E ≃ c
2
o equivalentemente E

S

≃ 0,

y muestra que:

E
S

−−−→
c→∞

EG :=
1

2

[

r2 _r2

(r − 2 r
g

)2
+

r3 _ϕ2

r − 2 r
g

]

−
GM

r
. (7)

De aqu�� prueba que:

EG = T +ΦG − _r
∂ΦG

∂_r
− _ϕ

∂ΦG

∂ _ϕ
, (8)

donde T :=
(

_r2 + r2 _ϕ2
)

/2 es la energ��a in�etia por unidad de masa y ΦG es un

potenial generalizado Newtoniano dado por

ΦG(r, _r, _ϕ) = −
GM

r
−

(

2 r
g

r− 2 r
g

)[(

r− r
g

r− 2 r
g

)

_r2 +
r2 _ϕ2

2

]

. (9)

De�namos ahora el Lagrangiano:

L := T −ΦG =
1

2

[

r2 _r2

(r − 2 r
g

)2
+

r3 _ϕ2

r − 2 r
g

]

+
GM

r
. (10)

(III) Calula las antidades onservadas del Lagrangiano L y muestra que el momento

angular est�a dado por:

hG = r3 _ϕ/ (r − 2r
g

) (11)

>En que sentido son oherentes estas antidades on las expetativas Newtonia-

nas? Muestra adem�as que:

dr

dt
=

(

1−
2 r

g

r

)

√

2EG +
2GM

r
−

h2
G

r2

(

1−
2 r

g

r

)

, (12)

y omenta sobre similitudes, diferenias y oherenia on la euai�on (4).

Las euaiones (11) y (12) representan buenas aproximaiones (on un error . 5%) a

la solui�on exata para el movimiento de una part��ula masiva en un espaio-tiempo

de Shwarzshild.
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(IV) Calula el valor de las antidades (�r, �θ, �ϕ) de una part��ula de prueba on el

Lagrangiano (10) y el que se obtiene on la ai�on S
test

= −mc
∫b
a
ds on la

m�etria de Shwarzshild y explia sus similitudes y diferenias.

(V) Considera ahora movimiento de una part��ula de prueba en �orbita irular en

donde r = onst. Muestra que el momento angular y la energ��a espe���os est�an

dados respetivamente por:

hc
G =

√
GMr

√

r− 3 r
g

, Ec
G = −

GM

2r

(

r − 4 r
g

r − 3 r
g

)

, (13)

Calula on esto la m��nima �orbita estable, la �orbita marginalmente amarrada

(para la ual Ec
G = 0), la orbita marginalmente estable (en la ual se satisfae

que hc
G y Ec

G son m��nimos ). Compara y disute sobre estos resultados y sus

ontrapartes obtenidos de manera exata en relatividad general. Muestra que la

freuenia orbital angular de la �orbita ΩG est�a dada por:

ΩG =

√

GM

r− 3 r
g

(

r − 2 r
g

r2

)

. (14)

Calula el valor de esta freuenia de manera exata para la m�etria de Sh-

warzshild y ompara el resultado on la �ultima euai�on. En qu�e porentaje

di�eren?

(VI) Finalmente onsidera ahora rayos de luz que se mueven en el espaio-tiempo de

Shwarzshild. Sus trayetorias est�an generadas por geod�esias nulas (ver sei�on

\Deexi�on de la luz por objetos gravitaionales" en libro de Astrof��sia relativis-

ta de S. Mendoza). >Podras alular una euai�on de movimiento simpli�ada

omo hemos heho para part��ulas materiales? >Qu�e diferenias y similitudes

enontrar��as on estos �alulos aproximados y las f�ormulas exatas? Extiende

tus respuestas en este punto tanto omo puedas.

(2) En este ejeriio, a(t) representa el fator de esala osmol�ogio, on lo ual a0 :=

a(t = t0) = 1. La onstante de Milgrom est�a representada por: ⊣0.

Considera la �epoa de dominai�on de materia en nuestro universo, en donde el prinipio

osmol�ogio es v�alido y en el que no existen entes osuros. Tal omo mostraste en el



Examen–tarea Astrof́ısica Relativista 5

ejeriio (1) del examen de lase, una buena propuesta para extender la gravitai�on

en sistemas uyas masas y longitudes son su�ientemente grandes onsiste en elegir

f(χ) = χ3/2. Este problema muestra omo es posible lograr que �esta forma de extender

la graveda a esalas astro�siamente grandes y osmol�ogias sea apaz de expliar la

expansi�on aelerada del universo en el universo atual, dominado por materia uya

urvatura espaial κ = 0. La ai�on de materia tiene su forma habitual:

S
mat

= −
1

c

∫

Λ
√
−gdx4, (15)

y la ai�on de ampo es:

S
f

= −
c3

16πG

∫
f(χ)

A
M

√
−gd4x. (16)

Nota que la \onstante de aoplamiento" A
M

ahora aparee dentro de la integral en

la ai�on (16) debido a que omo viste en el ejeriio (1) del examen a asa, esta

onstante es funi�on de la masa M. A priori no sabr��amos que masa poner para el aso

del universo, sin embargo dado que la para el aso de un espaio-tiempo esf�eriamente

sim�etrio la masa puntual M es toda la masa que interat�ua ausalmente on una

part��ula de prueba, al menos para el aso osmol�ogio podemos esogerla omo tal.

Es deir, esojamos la masa M omo la masa que interat�ua gravitaionalmente on

un observador fundamental al tiempo �osmio t. De esta manera y por el prinipio

osmol�ogio, �esta masa s�olo depende del tiempo t y es tal que:

M =

∫ r
H

0

ρ r2 dr =
4

3
πρ

c3

H3
, (17)

donde

r
H

:=
c

H(t)
, (18)

es el radio de Hubble (la regi�on ausalmente onetada on un observador fundamental

al tiempo �osmio t). Debido a que el ontenido energ�etio del universo es solo de polvo,

entones el tensor de energ��a-momento est�a dado por:



Examen–tarea Astrof́ısica Relativista 6

T00 = ρc2, T0k = 0, Tkl = 0. (19)

De esta manera, la traza T := Tα
α = ρc2 y la ai�on del ampo gravitaional depende

entones tanto del esalar de Rii adimensional χ omo de la masa M o bien de la

traza T . As�� pues, la ai�on puede pensarse omo una funi�on F(R, T) := f(χ)/A
M

†
. Las

euaiones de ampo que se obtienen al pedir que la variai�on nula on respeto de la

m�etria gµν de la ai�on total sea ero son:

(

fR

AM

)

Rµν−
1

2AM
f gµν +

[

gµν∆− ∆µ∆ν

]

(

fR

AM

)

=

8πG

c4
Tµν −

(

f

AM

)

T

[

Tµν +Θµν

]

,

(20)

on traza:

fR R

AM
−

2f

AM
+ 3∆

(

fR

AM

)

=
8πG

c4
T −

(

f

AM

)

T

[

T +Θ

]

. (21)

Los sub��ndies R y T se re�eren a derivadas pariales on respeto a las antidades en

uesti�on, es deir: ( )R := ∂/∂R y ()T := ∂/∂T . De manera general, el tensor Θµν es tal

que Θµνδg
µν := gαβδTαβ, y para el aso de polvo resulta que:

Θµν = −2Tµν. (22)

(a) Muestra que las euaiones de ampo pueden ser reesritas de la siguiente forma:

Gµν =
8πG

c4

{(

1+
c4

8πG
FT

)

Tµν

FR
+ T urvµν

}

, (23)

†
Nota que esto hae que la idea original de Einstein de poner un signo de igual a urvatura de un lado

y masa del otro sea mas ompliada. Ahora en las euaiones de ampo deber�a apareer masa-energ��a de

ualquier lado del signo igual.
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en Gµν es el tensor de Einstein y

T urvµν :=
c4

8πGFR

[(

1

2
(F − RFR) − ∆FR

)

gµν +∇µ∇νFR

]

, (24)

representa un tensor de \energ��a-momento" de urvatura.

(b) Como T00 = ρc2, entones podemos identi�ar T00 := ρ
urv

c2. De aqu�� muestra

entones que:

ρ
urv

=
c2

8πGFR

[

1

2
(RFR − F) −

3H

c2
dFR

dt

]

, (25)

Usando la m�etria de FLRW on urvatura κ = 0, la omponente 00 de las euaiones

de ampo puede esribirse f�ailmente on ayuda de la euai�on (15) del examen omo:

H2 =
8πG

3

[(

1+
c4

8πG
FT

)

ρ

FR
+ ρ

urv

]

. (26)

Esta euai�on representa formalmente una \extensi�on" a la euai�on de Friedmann.

La nulidad de la divergenia ovariante del tensor de energ��a{momento implia la

onservai�on de la masa y por lo tanto:

_ρ+ 3Hρ = 0. (27)

Utilizando los resultados del ejeriio (1) del examen, i.e. AM = ζ2 r
g

lM on el radio

gravitaional r
g

:= GM/c2, la masa-longitud lM := (GM/⊣0)
1/2

, ζ := 2
√
2/9 (esto

�ultimo puede mostrarse pero requiere de trabajo detallado en perturbaiones), y f(χ) =

χb on b = 3/2:

() Muestra que:

A
1/2
M = ζ

(

4
3πc

3G
)3/4

c a
1/4
0

ρ3/4

H9/4
, (28)

y que:
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dFR
dt

= b(b− 1)Rb−1A
(b−1)
M H

[

j − q− 2

1− q
+

3

2

(

β+
3

α

)]

, (29)

dFT

dt
=

3

2
(b− 1)

RbAb−1
M

ρc2
, (30)

donde

q(t) := −
1

a

d

2a

dt2
H−2, y j(t) :=

1

a

d

3a

dt3
H−3, (31)

representan el par�ametro de desaelerai�on y el \jerk" respetivamente.

(d) Asume que existen soluiones de tipo ley de potenias de tal manera que:

a(t) = a(t0)

(

t

t0

)α

, ρ(t) = ρ0

(

a

a(t0)

)β

, (32)

para los ��ndies desonoidos α y β.

(e) Muestra que la euai�on de Friedmann (26) puede esribirse omo:

H2 =
8πGρ

3Z FR
, (33)

donde funi�on adimensional

Z := 1+ (b− 1)

[

j− q − 2

1− q
−

4 (1− q)

b
+

3

2

(

β +
3

α

)]

. (34)

(f) Muestra que en la �epoa presente:

a0 =

[

9

4
ζ4 (1− q0)

2 (bZ0)
2/(b−1)

(

Ω
(0)
mat

)(3b−5)/(b−1)
]

cH0, (35)

y argumenta que on esto se sigue que a0 ≈ cH0. Este resultado es ruial pues

muestra que existe hoy una oinidenia num�eria entre a0 y H0, resultado o-

noido por muhos a~nos y no entendido. Disute el por qu�e este resultado es

una oinidenia solamente y no una impliai�on de que a0 no es una onstante

fundamental de la naturaleza.
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(g) Muestra on todo lo anterior la siguiente onstrii�on entre los par�ametros del

problema:

β =
1

α

(

9− 5b

3b− 5

)

. (36)

Ayudado por esta relai�on enuentra los valores de α y β y muestra que q0 <

0, es deir, el universo se est�a aelerando. Puede mostrarse que esta propuesta

reprodue de manera bastante buena las observaiones hehas on SNIa para el

diagrama orrimiento al rojo - magnitud de Hubble.

(3) Para este problema las unidades han sido esogidas de tal manera que G = c = 1, i.e.

se ha tomado un sistema de unidades geometrodin�amio.

Una estrella es un objeto gaseoso y su�iente masivo que puede onsiderarse (a primera

aproximai�on) desrita por una m�etria est�atia y esf�eriamente sim�etria. De esta

manera la m�etria queda determinada por funiones λ(r) y ν(r) que dependen de la

oordenada radial r (f. m�etria de Shwarzshild) de la siguiente manera

ds2 = eν dt2 − eλ dr2 − r2 dΩ2, (37)

en donde dΩ2 := sin

2 θdϕ2 + dθ2.

(i) Muestra que si

_[ ] := d[ ]/dr, entones las euaiones de Einstein, junto on la

euai�on (37) implian que

−e−λν ′/r−
(

e−λ−1
)

/r2 = −8πp, (38)

−e−λ
(

ν ′′/2− ν ′λ ′/4+ ν ′2/4+
(

ν ′ − λ ′
)

/2r
)

= −8πp, (39)

e−λλ ′/r−
(

e−λ − 1
)

/r2 = 8πρ. (40)

(ii) Debido a que la divergenia ovariante del tensor de energ��a{momento Tµν
es

nula, muestra que

∂T 1
1

∂r
+

1

2
ν ′

(

T 1
1 − T 4

4

)

+
1

r

(

T 1
1 − T 2

2

)

= −
1

2
ν ′ (p+ ρ) − p ′. (41)
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Esta euai�on expresa de manera matem�atia el heho de que la presi�on en la

direi�on radial es balaneada.

(iii) Muestra que si la funi�on M(r) es tal que

M(r) :=
1

2

[

r
(

1− e−λ
)]

, (42)

entones la euai�on (40) toma la forma

dM

dr
= 4πr2ρ. (43)

Compara esta euai�on on la euai�on orrespondiente de balane hidrost�atio

no{relativista. >Qu�e diferenias y similitudes enuentras entre estas dos eua-

iones? Explia el por qu�e la funi�on M(r) es proporional a la masa ontenida

dentro del radio r y muestra que esta funi�on tiende a la masa de la estrella

ontenida dentro de una esfera de radio r en el l��mite Newtoniano.

(iv) Con todo lo anterior muestra que la euai�on diferenial que satisfae la presi�on

p(r) est�a dada por

(

1−
2M

r

)

1

r

dp

dr
= −(p+ ρ)

(

4πp +
M

r3

)

. (44)

Esta euai�on puede resolverse on ayuda de la euai�on (43) y una euai�on

de estado que relaione a la presi�on p on la densidad de energ��a ρ.

(v) Si onsideramos que el objeto gaseoso es su�ientemente masivo (i.e. & 100M⊙)

entones la presi�on est�a dominada por la presi�on de los fotones que el mismo

produe, es deir,

p =
1

3
e, (45)

donde e es la densidad de energ��a interna del sistema. La densidad de energ��a ρ

est�a dada por la densidad de energ��a ρ
n

de los nuleones del gas mas la densidad

de energ��a e de los fotones, es deir,

ρ = ρ
n

+ e. (46)
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Estas energ��as est�an determinadas por

e = aT 4, ρ
n

= aτT 3, (47)

en donde T es la temperatura y a es la onstante de densidad de radiai�on. El

par�ametro τ est�a relaionado a la entrop��a por bari�on de la estrella.

Rede�ne una nueva temperatura θ := T/τ y unas unidades nuevas de tal forma

que 8πm
n

aτ4 = 1, on m
n

la masa promedio por nule�on y muestra que estas

euaiones se reduen a

ρ = aτ4
(

t4 + t3
)

, (48)

p = aτ4
(

1

3
t4
)

, (49)

dm

dr
=

1

2

(

t4 + t3
)

r2, (50)

dt

dr
= −

r

2

(

3

4
+ t

)(

1

3
t4 +

2m

r3

)(

1−
2m

r

)−1

. (51)

Estas euaiones difereniales para t(r) y m(r) satisfaen las ondiiones de

frontera dadas por

m(r = 0) = 0, t(r = 0) = t
entral

(52)

(vi) Muestra que la presi�on y la densidad de masa ρ satisfaen una euai�on tipo

balane hidrost�atio dada por

dp

dr
= −

m(r)

r2
ρ. (53)

(vii) Con todo esto muestra que

e−λ = 1−
2M(r)

r
, (54)

eν(R) = 1−
2M(r)

r
, (55)
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(viii) Imagina ahora que el gas de la estrella es un pol��tropo de tal manera que

P = Kρ
1+1/n
g

, ǫ = ρ
g

+ nP, (56)

on K una onstante.

(ix) De�ne el par�ametro

α := Kρ
1/n
gc =

P


ρ
g

=
Presi�on entral

Densidad de energ��a en reposo entral

(57)

donde el sub��ndie \" se re�ere al valor entral. Introduzamos tambi�en las

variables ξ, θ, v de tal forma que:

r = ξ/A, en donde A2 =
4πρ

g

(n+ 1)α
, (58)

ρ
g

= ρ
g

θn, M(r) =
4πρ

g

A3
v(ξ). (59)

Muestra entones que las euaiones de equilibrio hidrost�atio se onvierten en

algo pareido a las euaiones de Lane-Emden, en este aso dadas por:

1− 2(n + 1)αv/ξ

1+ (n + 1)αθ
ξ2

dθ

dξ
+ v + αξ3θn+1 = 0, (60)

dv

dξ
= ξ2θn(1+ nαθ). (61)

Demuestra �nalmente que en el l��mite de ampo d�ebil estas relaiones se on-

vierten en las famosas relaiones de Lane-Emden. Adem�as, muestra que las

ondiiones de frontera a estas euaiones difereniales son tales que θ(0) = 1 y

que v(0) = 0. La frontera de la nube orresponde al primer ero de ξ(θ) := ξ1

y orresponde a una masa on valor v(ξ1).

(x) Muestra que uno puede enontrar iertas \relaiones de esala" tales que

r = R∗α(1−n)/2ξ, R = R∗α(1−n)/2ξ1, (62)

M(r) = M∗α(3−n)/2
v(ξ), M = M∗α(3−n)/2

v(xi1), (63)
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en donde

R∗ := (4π)−1/2(n+ 1)1/2Kn/2c1−n,

M∗ := (4π)−1/2(n + 1)3/2Kn/2
(64)


