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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. Para el examen uti-

liza la siguiente notación: ı́ndices latinos toman valores 1,2,3 y los griegos

0,1,2,3, G la constante de gravitación de Newton y c la velocidad de la luz

en el vaćıo. En todos tus cálculos enfatiza la f́ısica y explica, ¡di no a las

matemáticas sin sentido!. Si por ejemplo el inciso (a) de alguna pregunta

no puedes demostrarlo, pero necesitas el resultado del mismo para el (b),

supón cierto (a) y continúa. Puedes utilizar las ecuaciones de la hoja de

información SIN demostrarlas, pero cuando las utilices, haz referencia a

las mismas. No utilices un resultado que hayamos visto en clase SIN AN-

TES demostrarlo. Todas las preguntas tienen el mismo peso. Argumentos

inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener

una buena calificación. El examen tiene una duración de cuatro horas.

¡Buena Suerte! †‡

†
El examen es individual. Aquellos que 
opien tendr�an una 
ali�
a
i�on igual a 
ero en el 
urso y les


ali�
ar�e 
on NA en el mismo.

‡
Antes de 
omenzar a es
ribir tus respuestas, lee 
on 
alma el examen por 
ompleto. Esto ayudara a

que tu mente sepa lo que tiene que resolver de antemano y 
omien
e a profundizar en todas las preguntas.
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(1) Es
ribe un ensayo de por lo menos dos 
uartillas sobre materia y energ��a os
uras y

su 
ontraparte sobre modi�
a
iones a la teor��a gravita
ional. Utiliza las matem�ati
as

ne
esarias (pero no mu
has) y f��si
a, mu
ha f��si
a. El es
rito debe por lo menos 
ontener

lo siguiente:

( � ) Expli
a el sustento fenomenol�ogi
o que tiene la suposi
i�on de materia os
ura en

un 
ontexto astrof��si
o y 
osmol�ogi
o. Enumera tantos ejemplos 
omo puedas en

donde se in�ere la existen
ia de este ente. >De que est�a 
onstituida esta materia

os
ura y por qu�e raz�on ha eludido una medi
i�on dire
ta?

( � ) Expli
a por qu�e raz�on se in�ere la existen
ia de energ��a os
ura y 
omo �esta puede

estar aso
iada a una 
onstante 
osmol�ogi
a. >Por qu�e raz�on se introdujo una 
ons-

tante 
osmol�ogi
a en las e
ua
iones de 
ampo de Einstein y que signi�
ado f��si
o

tiene? >C�omo se representa la e
ua
i�on de estado general de la energ��a os
ura y


omo puede interpretarse? >C�omo puede ser el va
��o energ��a os
ura?

( � ) Argumenta el por qu�e es v�alido negar la existen
ia de entes os
uros en el universo

y por ende es perfe
tamente a
eptable ha
er una extensi�on a la gravita
i�on tan-

to a nivel Newtoniano 
omo relativista. >En qu�e 
onsiste esta extensi�on a nivel

relativista y no-relativista?

( � ) Expli
a en que est�a basada la 
onstru

i�on de las e
ua
iones de 
ampo de Einstein

y por qu�e es posible extenderlas.

(2) Considera una masa M puntual en el l��mite no-relativista.

(a) Cuando M es la masa del sol, enton
es la velo
idad v de los planetas alrededor

del mismo es tal que (3ra ley de Kepler): v ∝ M1/2/r1/2. Muestra de aqu�� que la

a
elera
i�on experimentada por estos planetas es a = −G
N

M/r2, en donde G
N

es

la 
onstante gravita
ional de Newton.

(b) Cuando M es la masa de una galaxia espiral, enton
es la velo
idad de las estrellas

en sus partes mas alejadas est�a dada por la rela
i�on Tully-Fisher: v ∝ M1/4
.

Muestra de aqu�� que la a
elera
i�on inferida es enton
es a = −G
N

M1/2/r, y G
M

es

una 
onstante modi�
ada de gravita
i�on. Rees
ribe �esta �ultima rela
i�on 
omo

a = −a0
(GM)1/2

r
, (1)
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en donde la 
onstante de Milgrom a0 ≈ 10−10
m/s2. Argumenta el por qu�e es lo

mismo trabajar 
on a0 en vez de G
M

.

Considera ahora una part��
ula de prueba relativista para la 
ual su a

i�on S
test

=

−mc
∫b
a
ds.

(
) Muestra que en el l��mite no-relativista, 
uando c → ∞, y por lo tanto el Lagran-

giano L = mv

2/2+mφ, se obtiene que:

g00 = 1+ 2φ/c2, y que gab = −δab. (2)

Imagina ahora que ne
esitas 
onstruir una teor��a gravita
ional relativista de tal manera

que en el l��mite 
uando c → ∞ re
uperes las expresiones gravita
ionales obtenidas en

los in
isos (2a) y (2b). Si la a

i�on de materia est�a dada por:

S
m

= −
1

c

∫

Λ
√
−gd4x (3)

y el es
alar de Ri

i es tal que:

R → −
2

c2
∇2φ =

2

c2
∇a, 
uando c → ∞, (4)

enton
es:

(d) Argumenta el por qu�e la a

i�on del 
ampo gravita
ional S
g

= α
∫
d

4x
√
−g f(R),

en donde f es una fun
i�on arbitraria del es
alar de Ri

i y α una 
onstante de

a
oplamiento.

(e) Para el 
aso de relatividad general de Einstein f(R) = R y la 
onstante de a
opla-

miento α = −c3/16πG. Por lo tanto la varia
i�on nula de la a

i�on total S = S
g

+S
m


on respe
to a la m�etri
a gµν impli
a las e
ua
iones de Einstein: Rµν − Rgµν/2 =

8πGTµν/c
4
. Toma la traza de las e
ua
iones de Einstein, el l��mite no-relativista


uando c → ∞ y a orden de magnitud (i.e. 
uando ∇2 ∼ 1/r2, ρ ∼ M/r3) muestra

que la magnitud de la a
elera
i�on produ
ida en una part��
ula de prueba es justo

la a
elera
i�on Newtoniana expresada en el in
iso (2a).
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La manera natural de 
onstruir unas e
ua
iones de 
ampo para los lugares lejanos

(
omo las partes externas de las galaxias espirales) semejantes a los obtenidos en el

in
iso (2b) es utilizando una a

i�on gravita
ional tipo f(R), pero dimensionalmente

ade
uada:

S
H

=
c3

16A
M

πG

∫

f(χ)
√
gd4x, (5)

en donde el es
alar de Ri

i adimensional:

χ := RA
M

, (6)

y A
M

es una 
onstante de a
oplamiento 
on dimensiones de �area. La fun
i�on f(χ) es una

fun
i�on arbitraria y es tal que 
uando f(χ) = χ, la gravedad relativista de Einstein es

re
uperada. La longitud L
M

tiene que estar dada por los par�ametros fundamentales del

problema. Las e
ua
iones de 
ampo extendidas para una teor��a m�etri
a de gravita
i�on

f(χ) se obtienen de las varia
iones nulas de la a

i�on de 
ampo mas la de materia 
on

respe
to a la m�etri
a gµν, y est�an dadas por

f ′(χ)χµν −
1

2
gµνf(χ) −A

M

{∇µ∇ν − gµν∆} f
′(χ) =

8πGA2
M

c4
Tµν, (7)

en donde ∆ := ∇λ∇λ
es el operador de Lapla
e{Beltrami.

f ) Muestra que 
uando f(χ) = χ, la e
ua
i�on de 
ampo (7) 
onverge a las e
ua
iones

de Einstein.

g) Cal
ula la traza de la e
ua
i�on (7) y 
onsidera que la fun
i�on f(χ) = χb. Resuelve

la e
ua
i�on restante a orden de magnitud en simetr��a esf�eri
a (e.g. ∆ ∼ 1/r2 y

f ′(χ) ∼ f(χ)/χ) y muestra que si el es
alar de Ri

i R ∼ κ ∼ R−2



≫ r−2
, en donde

κ es la 
urvatura Gaussiana del espa
io{tiempo y R



es el radio de 
urvatura del

mismo, enton
es

3

(

AM

r2

)

χb−1 ∼
8πGL2Mρ

c2
. (8)

Nota que la 
ondi
i�on R



>> r signi�
a que la 
urvatura del espa
io es peque~na,
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i.e. κ << 1, lo 
ual o
urre lejos de las fuentes que produ
en los 
ampos gravita-


ionales, 
omo en las regiones mas externas de las galaxias espirales.

Utilizando las las aproxima
iones ne
esarias a orden de magnitud 
omo en el

in
iso anterior, muestra que la rela
i�on (8) 
onverge en el l��mite no-relativista,

i.e. 
uando c → ∞, a la rela
i�on para la a
elera
i�on del in
iso es
ogiendo de

manera ade
uada la 
onstante de a
oplamiento A
M

y la 
antidad b . A orden de

magnitud >qu�e valor deben tener la 
onstantes A
M

y b?

(3) Considera un universo isotr�opi
o 
omo el nuestro en donde el prin
ipio 
osmol�ogi
o es

v�alido.

(a) Asume que el universo es tal que existe 
onstante 
osmol�ogi
a, radia
i�on y materia.

De�ne el par�ametro de densidad Ωi = ρi/ρ
 en donde el sub��ndi
e i se re�ere a

materia (M), radia
i�on (R), 
urvatura (κ) y 
onstante 
osmol�ogi
a (Λ). Para 
ada


aso, este par�ametro de densidad est�a de�nido respe
tivamente por

Ω
M0

:=
8πGρ

M0

3H2
0

, Ω
R0

:=
8πGρ

R0

3H2
0

, (9)

Ωκ0 := −
c
2

a2
0H

2
0

= −
c
2κ

H2
0

, ΩΛ0
:=

Λ

3H2
0

. (10)

Muestra 
on esto que la 
onstante de Hubble H(t) de�nida para 
ualquier tiempo


�osmi
o t, i.e. la velo
idad de expansi�on del universo, satisfa
e la rela
i�on

H2 (a) = H2
0

{
Ω
R0

a4
+

Ω
M0

a3
+

Ωκ0

a2
+ΩΛ0

}

. (11)

Finalmente muestra 
on esto que

Ω
M0

+Ωκ0 +ΩΛ0
= 1. (12)

(b) Muestra que si a 
ualquier �epo
a en el universo se de�nen los par�ametros

Ω
M

:=
8πGρ

3H2
, Ωκ := −

κc2

a2H2
, ΩR :=

8πGρ

3H2
0

, ΩΛ :=
Λ

3H2
, (13)
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enton
es se 
umple la rela
i�on

Ω
M

+ΩR +Ωκ +ΩΛ = 1, (14)

para 
ualquier tiempo 
�osmi
o t. Muestra adem�as que si se 
ono
e H0 de manera

observa
ional, enton
es se 
ono
e dire
tamente Λ y ρM0 de las observa
iones de

ΩΛ0
y Ωκ0 . Si adem�as κ = 0 muestra enton
es que el valor de H0 es enton
es


ono
ido. >Qu�e signi�
ado f��si
o tiene esta �ultima 
ondi
i�on?

(
) Considera la �epo
a temprana del universo y muestra que una 
onstante 
osmol�ogi
a

impli
a expansi�on exponen
ial en el universo. De manera alternativa, tambi�en para

la misma �epo
a del universo 
onsidera el va
��o y sup�on que no hay 
onstante


osmol�ogi
a, pero si una diferente gravedad f(R) a esa �epo
a. Usa el he
ho de que

el es
alar de Ri

i para la m�etri
a de FLRW est�a dado por:

R(t) = 6

{
�a

a
+

(

_a

a

)2

+
κ

a2

}

, (15)

y la traza de la e
ua
i�on de 
ampo (7) para mostrar que si f(R) = Rn
enton
es se

obtiene un 
re
imiento exponen
ial, i.e. a ∝ et si n = 2. >Qu�e puedes 
on
luir de

estas dos visiones?

(d) De�ne y expli
a el 
orrimiento al rojo z apli
ado a la re
esi�on de galaxias en el

universo. De aqu�� muestra la ley de Hubble v = H0r, donde v es la velo
idad

de re
esi�on de una galaxia, r su distan
ia y H0 es la 
onstante de Hubble. >Por

qu�e raz�on la 
onstante de Hubble no es una \verdadera" 
onstante?

(e) La e
ua
i�on de estado (presi�on p 
omo fun
i�on de la densidad de energ��a e o

densidad de masa ρ) para la energ��a os
ura en el universo est�a dada por:

p
X

= ωc
2ρ

X

, (16)

done ω es una 
onstante negativa menor a −1/2 (y muy probablemente ∼ −1 de

a
uerdo a observa
iones de las 
u
tua
iones de la radia
i�on 
�osmi
a de fondo en
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mi
roondas). Muestra que:

ρ
X

∝ a−3(1+ω), (17)

ρ
X

/ρ
M

∝ (1+ z)3ω, (18)

donde ρ
M

es la densidad de masa y z es el 
orrimiento al rojo. Muestra que el

par�ametro de desa
elera
i�on est�a dado por:

q0 =
1

2
+

3

2
ωΩ

X

∼
1

2
+ω (19)

Expli
a 
on esto el por qu�e ω < −1/2 impli
a una expansi�on a
elerada. Muestra

que la 
onstante de Hubble H(z) est�a dada por:

H2(z)

H2
0

= Ω
M

(1+ z)3 +Ω
X

exp

{

3

∫ z

0

[1+ω(x)] d ln(1+ x)

}

(20)

Muestra que para que el universo se re
olapse es ne
esario que ω > −1/3. >Qu�e de-

du
es de esto?

(f) Muestra que el 
orrimiento al rojo z y el fa
tor de es
ala a(t) est�an rela
ionados

mediante la f�ormula

1+ z =
1

a(t)
. (21)

(4) Considera un plasma astrof��si
o sin rota
i�on que es a
retado ha
ia un agujero negro

de S
hwarzs
hild. En este problema se han es
ogido unidades geometrodin�ami
as para

las 
uales la velo
idad de la luz c y la 
onstante universal de gravita
i�on de Newton G

son tales que G = c = 1.

Cuando las e
ua
iones de la hidrodin�ami
a se tienen que es
ribir en la presen
ia de

un 
ampo gravita
ional signi�
ante hay que reemplazar algunas derivadas ordinarias

en las e
ua
iones de movimiento por derivadas 
ovariantes. La e
ua
i�on de 
ontinui-

dad, la e
ua
i�on de Euler y la e
ua
i�on de 
onserva
i�on de la entrop��a se es
riben



Examen Astrof́ısica Relativista 8

respe
tivamente de la siguiente manera (<<<no lo demuestres!!!)

nµ
;µ = 0 (22)

ωuµuν;µ =
∂p

∂xν
− uνu

µ ∂p

∂xµ
(23)

(σuα);α = 0. (24)

Las dos �ultimas rela
iones se obtienen de pedir que la divergen
ia generalizada del

tensor de energ��a{momento Tµν sea nula, es de
ir,

Tµ
ν;µ = 0. (25)

En relatividad general se di
e que un 
ampo es est�ati
o si el 
uerpo que produ
e el


ampo se en
uentra �jo en el sistema de referen
ia en el 
ual el tensor m�etri
o gµν no

depende de la 
omponente temporal x0. De esta manera, 
omo ambas dire

iones del

tiempo son equivalentes enton
es puede es
ogerse un sistema de referen
ia en el 
ual

el intervalo ds no var��e 
uando se 
ambie el signo de x0 y por lo tanto g0α = 0 para

di
ho 
ampo.

(a) Muestra que 
uando la tres velo
idad del 
uido v = dxk/dτ = dxk/
√

g00dx0

enton
es la 
uatro{velo
idad uα := dxα/ds satisfa
e:

uα = 0, u0 = γ/
√
g00, u0 =

√
g00γ. (26)

(b) Considera ahora un 
ujo adiab�ati
o y muestra 
on ayuda de la primera ley de la

termodin�ami
a (o de 
ualquier otra manera) que la e
ua
i�on (23) impli
a que

uα ∂

∂xα

(w

n
uη

)

=
∂

∂xη

(w

n

)

+
w

n
uαuδΓ

δ
ηα, (27)

(
) Muestra que la 
omponente temporal de la e
ua
i�on (27) es

γ
v




�∇
(w

n
γ
√
g00

)

= 0. (28)
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Con
luye de aqu�� que a lo largo de una l��nea de 
orriente se sigue que la 
antidad

w

n
γ
√
g00 = 
onst., o bien

w

n
u0 = 
onst. (29)

es una 
onstante. Este resultado generaliza la e
ua
i�on de Bernoulli en 
ampos

gravita
ionales fuertes.

(d) Muestra que en el espa
io-tiempo de S
hwarzs
hild la velo
idad

u0 =

(

1−
2m

r
+ u2

)1/2

. (30)

y por lo tanto la e
ua
i�on de Bernoulli es

p+ e

n

(

1−
2m

r
+ u2

)1/2

= 
onst., (31)

para 
ada l��nea de 
orriente.

(e) Muestra utilizando la e
ua
i�on de 
ontinuidad (22) que para este 
ujo de a
re
i�on

radial sobre el agujero

nur2 = 
onst., (32)
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Hoja de informa
i�on

†

M�etri
a de Robertson{Walker:

ds2 = c
2
dt2 − a2(t)

{
dr2 +R2

sin

2(r/R)dΩ2
}

ds2 = c
2
dt2 − a2(t)

{
dx2

1− kx2
+ x2dΩ2

}

, (33)

E
ua
iones de Friedmann:

_ρ+ 3
_a

a

(

ρ+
P

c
2

)

= 0. (34)

�a = −
4

3
πGa

(

ρ+
3p

c
2

)

+
1

3
Λa, (35)

_a2 =
8

3
πGρa2 −

c
2

R2
+

1

3
Λa2. (36)

M�etri
a de S
hwarzs
hild:

ds2 =

(

1−
2GM

rc2

)

c
2
dt2 −

dr2
(

1− 2GM
rc2

) − r2(dθ2 + sin

2 θdϕ2). (37)

M�etri
a de Kerr en 
oordenadas de Boyer{Lindquist:

ds2 =
(∆ − a2

sin

2 θ)dt2

Σ
c
2
dt2 − 2a sin2 θ

r2 + a2 − ∆

Σ
dtdϕ−

−
(r2 + a2) − ∆a2

sin

2 θ

Σ
sin

2 θdϕ2 −
Σ

∆
dr2 − Σdθ2,

(38)

en donde

Σ = r2 + a2

os

2 θ, (39)

∆ = r2 + a2 − 2GMr/c2. (40)

†
Puedes utilizar 
ualquier e
ua
i�on en esta p�agina sin demostrarla.


