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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. Para el examen uti-
liza la siguiente notacion: indices latinos toman valores 1,2,3 y los griegos
0,1,2,3, G la constante de gravitaciéon de Newton y c la velocidad de la luz
en el vacio. En todos tus calculos enfatiza la fisica y explica, jdi no a las
matematicas sin sentido!. Si por ejemplo el inciso (a) de alguna pregunta
no puedes demostrarlo, pero necesitas el resultado del mismo para el (b),
supdn cierto (a) y continta. Puedes utilizar las ecuaciones de la hoja de
informacién SIN demostrarlas, pero cuando las utilices, haz referencia a
las mismas. No utilices un resultado que hayamos visto en clase SIN AN-
TES demostrarlo. Todas las preguntas tienen el mismo peso. Argumentos
inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener
una buena calificacion. El examen tiene una duracion de cuatro horas.

iBuena Suerte!

TEl examen es individual. Aquellos que copien tendran una calificacién igual a cero en el curso y les
calificaré con NA en el mismo.

fAntes de comenzar a escribir tus respuestas, lee con calma el examen por completo. Esto ayudara a
que tu mente sepa lo que tiene que resolver de antemano y comience a profundizar en todas las preguntas.
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(1) Escribe un ensayo de por lo menos dos cuartillas sobre materia y energia oscuras y

su contraparte sobre modificaciones a la teoria gravitacional. Utiliza las matematicas

necesarias (pero no muchas) y fisica, mucha fisica. El escrito debe por lo menos contener

lo siguiente:

()

()

Explica el sustento fenomenolégico que tiene la suposiciéon de materia oscura en
un contexto astrofisico y cosmolégico. Enumera tantos ejemplos como puedas en
donde se infiere la existencia de este ente. ;De que estd constituida esta materia

oscura y por qué razén ha eludido una medicién directa?

Explica por qué razén se infiere la existencia de energia oscura y como ésta puede
estar asociada a una constante cosmoldgica. ;Por qué razén se introdujo una cons-
tante cosmolégica en las ecuaciones de campo de Einstein y que significado fisico
tiene? ;Cémo se representa la ecuacién de estado general de la energia oscura y
como puede interpretarse? ;Cémo puede ser el vacio energia oscura?

Argumenta el por qué es valido negar la existencia de entes oscuros en el universo
y por ende es perfectamente aceptable hacer una extensién a la gravitacién tan-
to a nivel Newtoniano como relativista. ;En qué consiste esta extensién a nivel
relativista y no-relativista?

Explica en que estd basada la construccién de las ecuaciones de campo de Einstein

y por qué es posible extenderlas.

(2) Considera una masa M puntual en el limite no-relativista.

(a)

(b)

Cuando M es la masa del sol, entonces la velocidad v de los planetas alrededor
del mismo es tal que (3ra ley de Kepler): v M'/2 /112 Muestra de aqui que la
aceleracién experimentada por estos planetas es a = —GyM /1%, en donde Gy es

la constante gravitacional de Newton.

Cuando M es la masa de una galaxia espiral, entonces la velocidad de las estrellas
en sus partes mas alejadas estd dada por la relacién Tully-Fisher: v oc M'/4.
Muestra de aqui que la aceleracién inferida es entonces a = —GyM'"?/r, y Gy es
una constante modificada de gravitacién. Reescribe ésta ultima relacién como

(G M) 1/2

a=—a——, (1)
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en donde la constante de Milgrom ay ~ 10~'°m/s’>. Argumenta el por qué es lo

mismo trabajar con ap en vez de Gy.

Considera ahora una particula de prueba relativista para la cual su accidn Siey =

—mc fz ds.

(c) Muestra que en el limite no-relativista, cuando ¢ — oo, y por lo tanto el Lagran-

giano L = mv?/2 + md, se obtiene que:
goo = 1+2d/c*, ¥ que gap = —Bap- (2)

Imagina ahora que necesitas construir una teoria gravitacional relativista de tal manera
que en el limite cuando ¢ — oo recuperes las expresiones gravitacionales obtenidas en

los incisos (2a) y (2b). Si la accién de materia estd dada por:

smz—%J/\\/—_gd‘*x (3)

y el escalar de Ricci es tal que:

2 2
R — —gv% = gVa, cuando c — 09, (4)

entonces:

(d) Argumenta el por qué la accién del campo gravitacional Sy = ocjd4x v—g f(R),
en donde f es una funcién arbitraria del escalar de Ricci y « una constante de

acoplamiento.

(e) Para el caso de relatividad general de Einstein f(R) = R y la constante de acopla-
miento o = —c3/16mG. Por lo tanto la variacién nula de la accién total S = S+ S,
con respecto a la métrica g,, implica las ecuaciones de Einstein: Ry, — Rg./2 =
87TGTW/C4. Toma la traza de las ecuaciones de Einstein, el limite no-relativista
cuando ¢ — oo ¥ a orden de magnitud (i.e. cuando V? ~ 1/v2, p ~ M/73) muestra
que la magnitud de la aceleracién producida en una particula de prueba es justo

la aceleracién Newtoniana expresada en el inciso (2a).
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La manera natural de construir unas ecuaciones de campo para los lugares lejanos
(como las partes externas de las galaxias espirales) semejantes a los obtenidos en el
inciso (2b) es utilizando una accién gravitacional tipo f(R), pero dimensionalmente

adecuada:

C3 4
Su = m Jf(X)\/gd Xy (5)

en donde el escalar de Ricci adimensional:

X = RAM, (6)

y An es una constante de acoplamiento con dimensiones de drea. La funcién f(x) es una
funcién arbitraria y es tal que cuando f(x) = X, la gravedad relativista de Einstein es
recuperada. La longitud Ly tiene que estar dada por los pardmetros fundamentales del
problema. Las ecuaciones de campo extendidas para una teoria métrica de gravitacién
f(x) se obtienen de las variaciones nulas de la accién de campo mas la de materia con

respecto a la métrica g, y estdn dadas por

1 8TGA2
f/(X)Xm/ - Eguvf(X) — Am {Vuvv - guvA}f/(X) = TM Tuva (7)

en donde A := V5V es el operador de Laplace-Beltrami.

f) Muestra que cuando f(x) = X, la ecuacién de campo (7) converge a las ecuaciones

de Einstein.

g) Calcula la traza de la ecuacién (7) y considera que la funcién f(x) = x°. Resuelve
la ecuacién restante a orden de magnitud en simetria esférica (e.g. A ~ 1/7% y
f’(x) ~ f(x)/x) y muestra que si el escalar de Ricci R ~ k ~ R;2 >> 772, en donde
k es la curvatura Gaussiana del espacio-tiempo y R es el radio de curvatura del

mismo, entonces

()t e )

Nota que la condicién R, >> r significa que la curvatura del espacio es pequeiia,
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i.e. k << 1, lo cual ocurre lejos de las fuentes que producen los campos gravita-

cionales, como en las regiones mas externas de las galaxias espirales.

Utilizando las las aproximaciones necesarias a orden de magnitud como en el
inciso anterior, muestra que la relacién (8) converge en el limite no-relativista,
i.e. cuando ¢ — oo, a la relacién para la aceleracién del inciso escogiendo de
manera adecuada la constante de acoplamiento Ay y la cantidad b . A orden de

magnitud ;qué valor deben tener la constantes Ay y b?

(3) Considera un universo isotrépico como el nuestro en donde el principio cosmoldgico es

valido.

(a) Asume que el universo es tal que existe constante cosmoldgica, radiacién y materia.
Define el pardmetro de densidad Q; = p;/p. en donde el subindice i se refiere a
materia (M), radiacién (R), curvatura (k) y constante cosmoldgica (A). Para cada

caso, este pardmetro de densidad estd definido respectivamente por

o 8nGpwm, o 8nGpr,

QMO = 3Hé y QRO e 3Hé ) (9)
2 2
C c°K A
Qui=———— = —— Qp, = —. 10
0 aH2 — HZ Ao 312 (10)

Muestra con esto que la constante de Hubble H(t) definida para cualquier tiempo

césmico t, i.e. la velocidad de expansién del universo, satisface la relacién

Q Q Q
2 12 R, M K
H* (a) —HO{ a4° + a3° + aZO +QAO}. (11)
Finalmente muestra con esto que
Opy + Qpy, +Qp, = 1. (12)

(b) Muestra que si a cualquier época en el universo se definen los pardmetros

_ 8nGp _ kc? _ 8nGp A

Q=S Q=g M= g Qamgm (1)
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entonces se cumple la relacién
O+ Qr+Qc+Qp =1, (14)

para cualquier tiempo césmico t. Muestra ademds que si se conoce Hy de manera
observacional, entonces se conoce directamente A y pmO de las observaciones de
Qp, ¥ Qg,. 81 ademds k = 0 muestra entonces que el valor de Hy es entonces

conocido. ;Qué significado fisico tiene esta ultima condicién?

Considera la época temprana del universo y muestra que una constante cosmolégica
implica expansién exponencial en el universo. De manera alternativa, también para
la misma época del universo considera el vacio y supén que no hay constante
cosmoldgica, pero si una diferente gravedad f(R) a esa época. Usa el hecho de que

el escalar de Ricci para la métrica de FLRW estd dado por:

a [a\® «
R(t):6{a+<a> +p}, (15)

y la traza de la ecuacién de campo (7) para mostrar que si f(R) = R™ entonces se
obtiene un crecimiento exponencial, i.e. a o e' si n = 2. ;Qué puedes concluir de

estas dos visiones?

Define y explica el corrimiento al rojo z aplicado a la recesién de galaxias en el
universo. De aqui muestra la ley de Hubble v = Hyr, donde v es la velocidad
de recesién de una galaxia, v su distancia y Hy es la constante de Hubble. ;Por

qué razén la constante de Hubble no es una “verdadera” constante?

La ecuacién de estado (presién p como funcién de la densidad de energia e o

densidad de masa p) para la energia oscura en el universo estd dada por:
px = wc’px, (16)

done w es una constante negativa menor a —1/2 (y muy probablemente ~ —1 de

acuerdo a observaciones de las fluctuaciones de la radiacidén cdsmica de fondo en
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microondas). Muestra que:

px o a 3wl (17)

px/pm o (1 +2)%%, (18)

donde py es la densidad de masa y z es el corrimiento al rojo. Muestra que el

pardmetro de desaceleracion estd dado por:

1 3 1
qo—§+zwﬂx~z+w (19)

Explica con esto el por qué w < —1/2 implica una expansion acelerada. Muestra

que la constante de Hubble H(z) esta dada por:

H(2)
H;

= On(1+2)° + Qxexp {3J [T+ w(x)]dIn(T —I—x)} (20)
0

Muestra que para que el universo se recolapse es necesario que w > —1/3. ;Qué de-

duces de esto?

(f) Muestra que el corrimiento al rojo z y el factor de escala a(t) estdn relacionados
mediante la férmula
1+ ] (21)
z=——.
a(t)

Considera un plasma astrofisico sin rotacién que es acretado hacia un agujero negro
de Schwarzschild. En este problema se han escogido unidades geometrodindmicas para
las cuales la velocidad de la luz c y la constante universal de gravitacién de Newton G
son tales que G =c =1.

Cuando las ecuaciones de la hidrodindmica se tienen que escribir en la presencia de
un campo gravitacional significante hay que reemplazar algunas derivadas ordinarias
en las ecuaciones de movimiento por derivadas covariantes. La ecuacién de continui-

dad, la ecuaciéon de Euler y la ecuacién de conservacién de la entropia se escriben
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respectivamente de la siguiente manera (jjjno lo demuestres!!!)

nt, =0 (22)
op op

wu“uv;u = Y — u\,uuw (23)

(0u%)5 = 0. (24)

Las dos ultimas relaciones se obtienen de pedir que la divergencia generalizada del

tensor de energia-momento T, sea nula, es decir,
T, =0. (25)

En relatividad general se dice que un campo es estdtico si el cuerpo que produce el
campo se encuentra fijo en el sistema de referencia en el cual el tensor métrico g,y no
depende de la componente temporal x°. De esta manera, como ambas direcciones del
tiempo son equivalentes entonces puede escogerse un sistema de referencia en el cual
el intervalo ds no varfe cuando se cambie el signo de x° y por lo tanto gox = O para

dicho campo.

(a) Muestra que cuando la tres velocidad del fluido v = dx*/dt = dx*/\/goodx®

entonces la cuatro—velocidad u* := dx*/ds satisface:
u*=0, uw=v/y/goo,  Uo=+/JooY- (26)

(b) Considera ahora un flujo adiabédtico y muestra con ayuda de la primera ley de la

termodindmica (o de cualquier otra manera) que la ecuacién (23) implica que

s () = g () + e @)

(c) Muestra que la componente temporal de la ecuacién (27) es

V29 (Lyvay) =0 (2
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Concluye de aqui que a lo largo de una linea de corriente se sigue que la cantidad
%Y\/goo = const., o bien %uo = const. (29)

es una constante. Este resultado generaliza la ecuacién de Bernoulli en campos

gravitacionales fuertes.

(d) Muestra que en el espacio-tiempo de Schwarzschild la velocidad

2 12
U = <I—Tm+u2> . (30)

y por lo tanto la ecuacién de Bernoulli es

5 1/2
p: ¢ <1 — Tm + u2> = const., (31)

para cada linea de corriente.

(e) Muestra utilizando la ecuacién de continuidad (22) que para este flujo de acrecién
radial sobre el agujero

nur? = const., (32)
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Hoja de informacidns
Meétrica de Robertson-Walker:
ds? = dt? — d2(t) {olr2 + 92 sinz(r/m)daz}
ds? = dt? — a?(t) d” +x2dQ? (33)
1 — kx? ’
Ecuaciones de Friedmann:
a P
O+ 3— — ] =0. 34
p+3- <p + C2> (34)
. 4 3p 1
a:—gﬂGa <p+?> + g/\a, (35)
8 2
& = SnGpa’ - % + A (36)
Métrica de Schwarzschild:
2GM dr?
2 232 20302 | il 2
ds :(]—?>Cdt —W—T(de —+ sin 9d<P ) (37)
TC
Métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist:
ds? :( a szln 0)d c?dt? — 2asin? B%dtd(‘o—
(12 + a?) — Aa?sin’ 0 z (38)
— sin? 0dp? — =dr? — £d6?,
z A
en donde
L =12+ a’cos? 6, (39)
A =12+ a* —2GMr/c. (40)

TPuedes utilizar cualquier ecuacién en esta pagina sin demostrarla.



