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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. Forzosamente de-

bes contestar las preguntas número (1) y (2). Para el examen utiliza la

siguiente notación: ı́ndices latinos toman valores 1,2,3 y los griegos 0,1,2,3,

G la constante de gravitación de Newton y c la velocidad de la luz en el

vacio. En todos tus cálculos enfatiza la f́ısica y explica, ¡d́ı no a las ma-

temáticas sin sentido!. Si por ejemplo el inciso (a) de alguna pregunta no

puedes demostrarlo, pero necesitas el resultado del mismo para el (b),

supon cierto (a) y continúa. Puedes utilizar las ecuaciones de la hoja de

información SIN demostrarlas, pero cuando las utilices, haz referencia a

las mismas. No utilices un resultado que hayamos visto en clase SIN AN-

TES demostrarlo. Todas las preguntas tienen el mismo peso. Argumentos

inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener

una buena calificación. El examen tiene una duración de cuatro horas.

¡Buena Suerte! †‡

†
El examen es individual. Aquellos que opien tendr�an una ali�ai�on igual a ero en el urso y les

ali�ar�e on NA en el mismo.

‡
Antes de omenzar a esribir tus respuestas, lee on alma el examen por ompleto. Esto ayudara a

que tu mente sepa lo que tiene que resolver de antemano y omiene a profundizar en todas las preguntas.
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(1) Esribe un ensayo de por lo menos dos uartillas sobre la gravitai�on de Einstein y su

extensi�on m�etria on teor��as f(R), donde R representa el esalar de Rii. Utiliza las

matem�atias neesarias (pero no muhas) y f��sia, muha f��sia. El esrito debe por lo

menos ontener lo siguiente:

( � ) Muestra omo onstruir las euaiones de Einsten de manera aproximada, tal ual

omo lo hizo Einstein.

( � ) Muestra y justi�a el por que la ai�on de Hilbert tiene el esalar de Rii dentro

de la misma y explia su arater invariante

( � ) Justi�a por que raz�on la primer extensi�on a la gravedad de Einstein viene dada

por una teor��a f(R). Explia el por qu�e la introdui�on de Einstein de una onstante

osmol�ogia en la ai�on de Hilbert onstituye la primer extensi�on m�etria f(R) en

la gravitai�on.

( � ) Muestra que uando f es una funi�on lineal entones se reupera la relatividad

general de Einstein.

( � ) Explia en que apliaiones de al astrof��sia se puede utilizar la gravedad extendida

f(R) y >por qu�e paree una solui�on viable a diversos paradigmas de la astronom��a?

(2) Considera una masa M puntual en el l��mite Newtoniano. Asume que la omponente

radial de la aelerai�on a que experimenta una part��ula de prueba on masa m debido

al ampo gravitaional que produe la masa M est�a dado por

a =






−GM
r2

:= a
N

, uando GM/r2 ≫ a0

−a0
(GM)1/2

r
, uando GM/r2 ≪ a0,

(1)

en donde la onstante de aelerai�on de Milgrom a0 ∼ 10−10
m/s2 y r la distania

radial al origen donde se enuentra la masa M. Lo mas importante de la relai�on (1)

es la introdui�on de la onstante de Milgrom omo una onstante fundamental en el

problema de gravitai�on.

(a) Muestra que uando a
N

≪ a0 entones las urvas de rotai�on en galaxias espirales

se aplanan y tienden al valor de veloidad v = G1/4M1/4a
1/2
0 , que se onoe omo

la relai�on Tully-Fisher.
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De manera general y fundamental, si en un problema de gravitai�on Newtoniana es

introduida la onstante de Milgrom, entones la aelerai�on a est�a desrita por los

par�ametros G, M, a0 y r.

(b) Muestra on ayuda del teorema Π de Bukingham de an�alisis dimensional que la

aelerai�on a est�a dada por:

a = a0 g(x), (2)

donde

x := l
M

/r, (3)

on

l
M

:=

(

GM

a0

)1/2

. (4)

La esala de masa-longitud l
M

es un par�ametro fundamental del problema que apare-

e naturalmente on la introdui�on de una onstante de aelerai�on al mismo. Esto

signi�a que la gravedad es no-libre de esala, i.e. ser�a modi�ada a medida que se

tomen sistemas de masas M y tama~nos r adeuados. En poas palabras, a medida que

x varie. De manera vetorial, las relaiones anteriores pueden generalizarse omo:

a = a0g(x)ea, (5)

en donde el vetor unitario ea apunta en la direi�on de la aelerai�on a.

) Muestra que una distribui�on de densidad de masa ρ(r) satisfae la siguiente

relai�on:

x2ea = −
G

a0

∫
(r − r

′)

|r − r
′|3

ρ(r ′)dV ′. (6)

d) Considera el aso en el que ρ(r) = Mδ(r), donde δ es la funi�on delta de Dira y

muestra que la forma vetorial dada por la euai�on (5) junto on la (6) llevan a

la euai�on (2).

e) Considera que se tiene una distribui�on esf�eriamente sim�etria de tal forma que
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la densidad ρ es una funi�on de la oordenada radial r �uniamente. Muestra on

esto que x2ea = −GM(r)er/r
2
, donde M(r) es la masa ontenida dentro del

asar�on on radio r y er es un vetor unitario en la direi�on de la oordenada

radial.

f ) Con los resultados del iniso anterior en simetr��a esf�eria muestra que si la funi�on

g(x) es anal��tia, es deir, tiene una forma tal que

g(x) =

n=∞∑

n=−∞

cnx
n. (7)

entones muestra que el teorema de Newton es v�alido, i.e. que la aelerai�on que

experimenta una part��ula al radio r en simetr��a esf�eria es omo si toda la masa

estuviera ontenida en el entro de la on�gurai�on de manera puntual.

El aso relativista para una masa M puntual implia que el problema gravitaional

est�a determinado por las onstantes fundamentales G, a0 y la veloidad de la luz c.

La manera mas natural de extender la teor��a gravitaional de Einstein es mediante la

forma generalizada de la ai�on de Hilbert:

S
H

=
c3

16L2
M

πG

∫

f(χ)
√
g d4x, (8)

en donde el esalar de Rii adimenional

χ := RL2
M

, (9)

para el esalar de Rii R. La funi�on f(χ) es una funi�on arbitraria y es tal que uando

f(χ) = χ, la gravedad relativista de Einstein es reuperada. La longitud L
M

tiene que

estar dada por los parametros fundamentales del problema.

(g) Muestra on argumentos dimensionales que on los parametros del problema c,

a0 y M pueden onstruirse dos longitudes fundamentales, a saber l
M

y el radio

gravitaional r
g

:= GM/c2.
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Postula que

L
M

∝ lα
M

rβ
g

, (10)

en donde los parametros por determinar α y β satisfaen la siguiente relai�on por

oherenia dimensional:

α+ β = 1. (11)

Las euaiones de Hilbert extendidas para una teor��a m�etria de gravitai�on f(χ) se

obtienen al variar la ai�on de ampo y la de materia y est�an dadas por

f ′(χ)χµν −
1

2
gµνf(χ) − L2

M

{∇µ∇ν − gµν∆} f
′(χ) =

8πGL2M
c4

Tµν, (12)

en donde ∆ := ∇λ∇λ
es el operador de Laplae{Beltrami.

h) Muestra que uando f(χ) = χ, la euai�on de ampo (12) onverge a las euaiones

de Einstein.

i) Calula la traza de la euai�on (12) y onsidera que la funi�on f(χ) = χb. Resuelve

la euai�on restante a orden de magnitud en simetr��a esf�eria (e.g. ∆ ∼ 1/r2 y

muestra que si el esalar de Riie R ∼ κ ∼ R−2


≫ r, en donde κ es la urvatura

Gaussiana del espaio{tiempo y R


es el radio de urvatura del mismo, entones

3

(

LM

r

)2

χb−1 ∼
8πGL2Mρ

c2
. (13)

Considera ahora que ρ(r) ∼ (4π/3)M y usa el heho de que en el l��mite no{

relativista R ∼ −
(

2/c2
)

∇2φ, on φ el potenial esalar gravitaional que satis-

fae a = −∇φ. Con esto muestra que la relai�on (13) onverge en el l��mite no-

relativista, i.e. uando c → ∞, a la segunda euai�on de la relai�on (1). Calula

los valores de las onstantes α, β y b para que esta onvergenia tenga sentido.

(3) Considera un universo isotr�opio omo el nuestro en donde el prinipio osmol�ogio es

v�alido.

(a) Asume que el universo es tal que existe onstante osmol�ogia, radiai�on y materia.
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De�ne el par�ametro de densidad Ωi = ρi/ρ en donde el sub��ndie i se re�ere a

materia (M), radiai�on (R), urvatura (κ) y onstante osmol�ogia (Λ). Para ada

aso, este par�ametro de densidad est�a de�nido respetivamente por

Ω
M0

:=
8πGρ

M0

3H2
0

, Ω
R0

:=
8πGρ

R0

3H2
0

, (14)

Ωκ0 := −
c
2

a2
0H

2
0

= −
c
2κ

H2
0

, ΩΛ0
:=

Λ

3H2
0

. (15)

Muestra on esto que la onstante de Hubble H(t) de�nida para ualquier tiempo

�osmio t, i.e. la veloidad de expansi�on del universo, satisfae la relai�on

H2 (a) = H2
0

{
Ω
R0

a4
+

Ω
M0

a3
+

Ωκ0

a2
+ΩΛ0

}

. (16)

Finalmente muestra on esto que

Ω
M0

+Ωκ0 +ΩΛ0
= 1. (17)

(b) Muestra que si a ualquier �epoa en el universo se de�nen los par�ametros

Ω
M

:=
8πGρ

3H2
, Ωκ := −

κc2

a2H2
, ΩR :=

8πGρ

3H2
0

, ΩΛ :=
Λ

3H2
, (18)

entones se umple la relai�on

Ω
M

+ΩR +Ωκ +ΩΛ = 1, (19)

para ualquier tiempo �osmio t. Muestra adem�as que si se onoe H0 de manera

observaional, entones se onoe diretamente Λ y ρM0 de las observaiones de

ΩΛ0
y Ωκ0 . Si adem�as κ = 0 muestra entones que el valor de H0 es entones

onoido. >Qu�e signi�ado f��sio tiene esta �ultima ondii�on?

() Explia brevemente que es la energ��a osura y omo afeta la evolui�on del univer-

so. >Por qu�e raz�on observaional fue propuesta? >Cu�al es su euai�on de estado?

Tambi�en desribe que es la materia osura bari�onia y no{bari�onia. >Por qu�e raz�on

observaional se ree que exista materia osura en el universo? >C�omo afeta la
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existenia de materia osura no{bari�onia en el universo a la din�amia del mismo?

Si no existe materia osura en el universo, >C�omo pueden expliarse estas �ultimas

observaiones?

(d) Considera la �epoa temprana del universo y muestra que una onstante osmol�ogia

implia expansi�on exponenial en el universo. De manera alternativa, tambi�en para

la misma �epoa del universo onsidera el va��o y supon que no hay onstante

osmol�ogia, pero si una diferente gravedad f(R) a esa �epoa. Usa el heho de que

el esalar de Rii para la m�etria de FLRW est�a dado por:

R(t) = 6

{
�a

a
+

(

_a

a

)2

+
κ

a2

}

, (20)

y la traza de la euai�on de ampo (12) para mostrar que si f(R) = Rn
entones se

obtiene un reimiento exponenial, i.e. a ∝ et si n = 2. >Qu�e puedes onluir de

estas dos visiones?

(e) De�ne y explia el orrimiento al rojo z apliado a la reesi�on de galaxias en el

universo. De aqu�� muestra la ley de Hubble v = H0r, donde v es la veloidad

de reesi�on de una galaxia, r su distania y H0 es la onstante de Hubble. >Por

qu�e raz�on la onstante de Hubble no es una \verdadera" onstante?

(f) La euai�on de estado (presi�on p omo funi�on de la densidad de energ��a e o

densidad de masa ρ) para la energ��a osura en el universo est�a dada por:

p
X

= ωc
2ρ
X

, (21)

done ω es una onstante negativa menor a −1/2 (y muy probablemente ∼ −1 de

auerdo a observaiones de las utuaiones de la radiai�on �osmia de fondo en

miroondas). Muestra que:

ρ
X

∝ a−3(1+ω), (22)

ρ
X

/ρ
M

∝ (1 + z)3ω, (23)

donde ρ
M

es la densidad de masa y z es el orrimiento al rojo. Muestra que el
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par�ametro de desaelerai�on est�a dado por:

q0 =
1

2
+

3

2
ωΩ

X

∼
1

2
+ω (24)

Explia on esto el por qu�e ω < −1/2 implia una expansi�on aelerada. Muestra

que la onstante de Hubble H(z) est�a dada por:

H2(z)

H2
0

= Ω
M

(1 + z)3 +Ω
X

exp

{

3

∫ z

0

[1 +ω(x)] d ln(1 + x)

}

(25)

Muestra que para que el universo se reolapse es neesario que ω > −1/3. >Qu�e de-

dues de esto?

(g) Muestra que el orrimiento al rojo z y el fator de esala a(t) est�an relaionados

mediante la f�ormula

1+ z =
1

a(t)
. (26)

(4) Considera un agujero negro de Shwarzshild.

(a) Explia ual es su m�etria y que signi�ado tiene ada oordenada.

Cuando la eletrodin�amia u�antia es apliada a un agujero negro, se obtiene que la

entrop��a S (entrop��a de Bekenstein) y la temperatura T (temperatura de Hawking{

Zeldovih) del mismo est�an dadas por

S =
k
B

c
3

4�hG
A (27)

T =
�hc3

8πk
B

GM
(28)

en donde �h es la onstante de Plank en unidades de 2π, k
B

es la onstante de Boltzman.

La euai�on (27) representa el heho de que el �area A del horizonte de eventos de un

agujero es diretamente proporional a la entrop��a S del mismo.

(a) Explia el signi�ado f��sio de la temperatura de Hawking{Zeldovih, as�� omo

el por qu�e el heho de que la entrop��a sea proporional al �area del agujero ayuda

a que la segunda ley de la termodin�amia no tenga alguna violai�on debido a
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efetos relativistas en la gravitai�on asoiados a la existenia de horizontes de

eventos en agujeros negros.

(b) Para un agujero de Shwarzshild, el �area A del horizonte de eventos est�a dada

por A = 4πR2
, donde R el radio de Shwarzshild. Muestra que a medida que

la masa M del agujero es perdida mediante radiai�on de Hawking{Zeldovih,

entones el ambio en la entrop��a dS del mismo est�a dado por

dS =
8πGk

B

�hc
MdM. (29)

() Considera un agujero negro de masa M que se traga un solo fot�on de longitud de

onda λ que tiene una energ��a E = �hc/λ. Muestra que el inremento de masa ∆M

en el agujero debido a este proeso est�a dado por ∆M = �h/cλ. Con esto muestra

que el �area del agujero se inrementa por

∆A

A
P

= 16π
R
S

λ
, (30)

en donde R
S

es el radio de Shwarzshild y A
P

:= �hG/c3 el �area de Plank. Si el

�area de Plank es la unidad de �area mas hia que hay en la naturaleza entones

uando λ & R
S

la euai�on (30) muestra que el inremento en �area es menor al

�area de Plank. <Esto muestra que fotones on longitudes de onda & que el radio

de Shwarzshild no pueden ser tragados por el agujero! Nota que el agujero es

en todo momento maros�opio.

(d) Al igual que en el iniso anterior uno podr��a estar tentado a pensar que part��u-

las on longitudes mayores a las del radio de Shwarzshild no deber��an de ser

tragadas por un agujero. Para esto onsidera que la part��ula en uesti�on est�a de-

terminada por la longitud de onda de Compton λ
C

= �h/mc en donde m es la

masa de la part��ula u�antia en uesti�on. Muestra que en este aso tambi�en

obtienes una relai�on equivalente a la euai�on (30). El problema aqu�� es que

la part��ula tiene que onsiderarse omo u�antia (miros�opia) al igual que el

agujero.

(e) Muestra que el alor Q est�a relaionado on la masa del agujero mediante la

relai�on dQ = TdS = c
2
dM, y por lo tanto la energ��a en reposo que pierde el
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agujero al ambiar su masa desdeM1 hastaM2 debido a la radiai�on de Hawking{

Zeldovih est�a dado por (M2 −M1) c
2 < 0. Muestra tambi�en que si se integra

TdS sobre toda la masa del agujero se obtiene que Q = −Mc
2
. Esto sugiere que

la energ��a total del agujero es radiada en forma de alor. De este argumento y

usando la primera ley de la termodin�amia (dU = dQ − dW, on U la energ��a

interna del agujero y W el trabajo). Argumenta el por qu�e no se hae trabajo

sobre el horizonte de eventos a medida que el volumen deree y por lo tanto la

presi�on evaluada en el horizonte de eventos es pr�atiamente nula y por lo tanto

onstante.

(f) Debido a que el proeso de p�erdida de energ��a por radiai�on de Hawking{Zeldovih

se lleva aabo a presi�on onstante, entones la p�erdida de alor es tal que dQ =

McpdT , en donde cp representa el alor espe���o a presi�on onstante. Justi�a

esta relai�on y muestra que

dT = −
�hc3

8πk
B

G

dM

M2
, (31)

para obtener

cp = −
8πk

B

G

�hc
M. (32)

Explia el por qu�e el alor espe���o es una antidad negativa (hint: muestra que

uando M deree, T aumenta).

(g) Si suponemos que el espetro de emisi�on es tipo uerpo negro, entones la p�erdida

de energ��a por unidad de tiempo por unidad de �area (el ujo F ) ourre mediante

la ley de Stephan{Boltzman, es deir,

F =
1

A

dU

dt
= σT 4, (33)

en donde σ := π2k4
B

/60�h3
c
2
es la onstante de Stephan{Boltzman y U es la

energ��a interna del agujero. Muestra on esto que la variai�on de la masa omo
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funi�on del tiempo est�a dada por

dM

dt
=

�hc4

15360πG2

1

M2
, (34)

y por lo tanto el tiempo t que tarda un agujero de Shwarzshild en evaporarse

est�a dado por

t =
5120πG2

�h c
4

M3
(35)

(h) Utiliza las euaiones de Euler{Lagrange (o de ualquier otra forma, por ejemplo

utilizando las euaiones de Hamilton{Jaobi) y muestra que el momento angular

h = r2 _ϕ y la energ��a ξ = (1 − r/r
S

)_t de una part��ula de prueba son antidades

onservadas. Aqu�� r
S

es el radio de Shwarzshild y

_[ ] es la derivada on respeto

al tiempo propio τ.
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Hoja de informai�on

†

M�etria de Robertson{Walker:

ds2 = c
2
dt2 − a2(t)

{
dr2 +R2

sin

2(r/R)dΩ2
}

ds2 = c
2
dt2 − a2(t)

{
dx2

1 − kx2
+ x2dΩ2

}

, (36)

Euaiones de Friedmann:

_ρ+ 3
_a

a

(

ρ+
P

c
2

)

= 0. (37)

�a = −
4

3
πGa

(

ρ+
3p

c
2

)

+
1

3
Λa, (38)

_a2 =
8

3
πGρa2 −

c
2

R2
+

1

3
Λa2. (39)

M�etria de Shwarzshild:

ds2 =

(

1 −
2GM

rc2

)

c
2
dt2 −

dr2
(

1 − 2GM
rc2

) − r2(dθ2 + sin

2 θdϕ2). (40)

M�etria de Kerr en oordenadas de Boyer{Lindquist:

ds2 =
(∆ − a2

sin

2 θ)dt2

Σ
c
2
dt2 − 2a sin2 θ

r2 + a2 − ∆

Σ
dtdϕ−

−
(r2 + a2) − ∆a2

sin

2 θ

Σ
sin

2 θdϕ2 −
Σ

∆
dr2 − Σdθ2,

(41)

en donde

Σ = r2 + a2
os

2 θ, (42)

∆ = r2 + a2 − 2GMr/c2. (43)

†
Puedes utilizar ualquier euai�on en esta p�agina sin demostrarla.


