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Índice general
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III. Teoŕıa de campos 83

§15. Prinipio de m��nima ai�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

§16. Movimiento en un ampo eletromagn�etio . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

§17. Tensor eletromagn�etio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

§18. Euaiones del ampo eletromagn�etio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

§19. Efeto Doppler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

IV. Hidrodinámica relativista 101

§20. Tensor de energ��a{momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

§21. Cuerpo maros�opio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

§22. Euaiones de la hidrodin�amia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

§23. Hidrodin�amia no{relativista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

§24. Cosmolog��a Newtoniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

V. Estrellas 117

§25. Criterio de Jeans . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

§26. Energ��a de amarre gravitaional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

§27. Euaiones de estrutura estelar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

§28. Generai�on de reaiones nuleares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

§29. Modelos estelares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

§30. Presi�on degenerativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

§31. Enanas blanas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

§32. Estrellas de neutrones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

§33. Supernovas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

§34. Pulsares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

§35. L��mite de Eddington . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

§36. Transferenia de masa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

§37. Arei�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio
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Prefacio
�

Este doumento fue esrito por Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org> (http://

www.mendozza.org/sergio).

�

Estas notas de urso que yo esrib�� primeramente para el urso de \Gravitai�on As-

trof��sia" en el 2001 han sido modi�adas y aumentadas para tener su forma atual basadas

en el urso de \Astrof��sia Relativista" que impart�� en el 2003 y 2004. Estas lases fueron

impartidas en la Faultad de Cienias de la Universidad Naional Aut�onoma de M�exio

(UNAM).

Este esrito fue heho utilizando LaTeX (http://www.tug.org). Todo el software utili-

zado fue software libre (http://www.gnu.org) orriendo en omputadoras on arquitetura

i386 on el sistema operativo Debian GNU/Linux (http://www.debian.org).

Diversas versiones de este doumento (inluyendo las gr�a�as en olores -si es que est�as

viendo este doumento en blano y negro, as�� omo ex�amenes del urso y dem�as) pueden

enontrarse en http://www.mendozza.org/sergio/gravitacion. Todo este doumento

(exepto algunas im�agenes en donde se meniona expl��itamente lo ontrario) es Copyright



Sergio Mendoza y est�a basado en las ideas de libertad de Copyright para una mejor

ense~nanza y eduai�on (ver la sei�on Copyright).

Cualquier sugerenia y orreiones sobre las notas ser�a bienvenida para su inlusi�on.

Las horas, d��as, semanas, meses y a~nos que pase esribiendo estas notas fui apoyado (y

tambi�en soportado) inmensamente por todos los miembros de mi familia, desde mis padres

Sergio y Mariela hasta todos mis hermanos, Marisela, Adri�an, Arturo, Roberto, Isabel y

Riardo. Aunque quiz�as nuna se hayan peratado, su presenia en alg�un momento durante

este tiempo fue muy valiosa para haerme alarar mis ideas y darme fortaleza para poder

onluirlas.

Los omentarios y ritias (en oasiones bastante severas) hehas por mis estudiantes

Juan Carlos Hidalgo, Cesar Lopez, Hugo Olivares, Mart��n Huarte, Eliu Huerta, Luis Torres

y Yetli Rosas fueron absolutamente indispensables para poder ontinuar y mejorar estas

notas.

Finalmente quiero menionar que ada vez que observo estas notas pienso que debe

haber m�as material por agreg�arseles. Esto es semejante al sentimiento de la investigai�on

misma: <nuna termina! Sin embargo, estas notas tienen que tener un �nal, sobre todo
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porque su �nalidad es las de un urso en un semestre impartido en tres horas semanales,

durante 12 semanas.

Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>

http://www.mendozza.org/sergio

Instituto de Astronom��a

Universidad Naional Aut�onoma de M�exio

Ciudad Universitaria

Distrito Federal

M�exio

�

Ultima Modi�ai�on: Lun Nov 26 22:53:33 UTC 2007
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Copyright

Copyright



 2001 Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org> (http://www.mendozza.

org/sergio). Permission is granted to opy, distribute and/or modify this do-

ument under the terms of the GNU Free Doumentation Liense, Version 1.2

or any later version published by the Free Software Foundation; with no Inva-

riant Setions, with no Front-Cover Texts, and with no Bak-Cover Texts. A

opy of the liense is inluded in the setion (appendix) entitled \GNU Free

Doumentation Liense".

Note that some images in this doument might not satisfy the requirements of

the GNU Free Doumentation Liense. Please see their individual Copyrights

or ontat diretly the reators of those images.

For information about the Free Software Foundation and/or GNU, visit: http:

//www.gnu.org. The \GNU Free Doumentation Liene" an be obtained in:

http://www.gnu.org/licenses/licenses.html#FDL

This doument is available for download in its original format in the following

URL: http://www.mendozza.org/sergio/gravitacion.

Copyright



 2001 Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org> (http://www.mendozza.

org/sergio). Se otorga permiso para opiar, distribuir y/o modi�ar este do-

umento bajo los t�erminos de la Lienia de Doumentai�on Libre GNU (GNU

Free Doumentation Liene), Versi�on 1.2 o ualquier otra versi�on mas reien-

te publiada por la Fundai�on de Software Libre (Free Software Foundation);

on no Seiones Invariantes (Invariant Setions), on no Textos de la Cubierta

Frontal (Front-Cover Texts) y on no Textos de la Cubierta Trasera (Bak-
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Cover Texts). Una opia de la lienia se inluye en la sei�on (ap�endie) bajo

el t��tulo \GNU Free Doumentation Liene".

N�otese que algunas im�agenes en este doumento pueden no satisfaer los reque-

rimientos de la \GNU Free Doumentation Liense". En aso de dudas, favor de

veri�ar los Copyrights individuales de ada imagen o ontatar diretamente

a los readores de las mismas.

Para informai�on sobre la Free Software Foundation y/o GNU, visitar: http:

//www.gnu.org. La \GNU Free Doumentation Liene" puede ser obtenida

en: http://www.gnu.org/licenses/licenses.html#FDL

Este doumento puede ser enontrado en su forma original en el siguiente URL:

http://www.mendozza.org/sergio/gravitacion.
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Caṕıtulo I

Introducción a la astrof́ısica

La astronom��a es una de las ramas de la ienia m�as antiguas que existen. Nuestros

ojos, que funionan omo detetores de la radiai�on eletromagn�etia, nos permiten aptar

s�olo una peque~na pori�on del espetro eletromagn�etio: la radiai�on �optia. La atm�osfera

terrestre es tal que �ltra asi toda la radiai�on eletromagn�etia proveniente del osmos.

Solamente existen dos ventanas en el espetro eletromagn�etio a trav�es de las uales la

radiai�on se transmite: las freuenias de radio y �optio. Es maravilloso que nuestros ojos

puedan detetar una de las radiaiones provenientes del universo a trav�es de la ventana

del �optio. La Figura I.1 muestra la radiai�on que es posible observar desde la super�ie

terrestre. Diversas ivilizaiones en el pasado desarrollaron una inmensidad de observaio-

nes y as�� pudieron haerse preguntas tales omo: >Qu�e son esos puntos blanos (estrellas)

que se mueven de este a oeste en el ielo? >Cu�al es la periodiidad de estos mismos? >Qu�e

m�as hay aparte de las estrellas en el universo? >De d�onde provenimos? >Cual es nuestro

destino? Todas estas preguntas y m�as se originaron muy probablemente al observar el ielo

noturno, la luna y las estrellas brillantes del mismo. Hoy en d��a seguimos hai�endonos

estas preguntas y graias a los avanes de la f��sia podemos ontestar on erteza algunas

de estas.

§1. Historia

De auerdo a las historias de la primer ivilizai�on que aparei�o en el globo terrestre,

Mesopotamia, una monta~na �osmia se form�o en el mar, heha de la perfeta no diferen-
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Figura I.1: La radiai�on eletromagn�etia es absorbida por la atm�osfera terrestre. La

�gura muestra la penetrai�on de la radiai�on eletromagn�etia en la atm�osfera terrestre

omo funi�on de la altura sobre el nivel del mar.

�

Esta imagen fue tomada del sitio de in-

ternet del Chandra X{ray observatory en http://chandra.harvard.edu/xray_astro/

absorption.html. Los r�editos de la imagen son de NASA/CXC/SAO.

iai�on del dios del ielo, llamado Anu y la diosa de la tierra llamada Ki. Anu y Ki dieron

naimiento a Enlil, el dios del aire y la tormenta. Este naimiento produjo la separai�on

entre la tierra y el ielo. Anu, el padre, argaba el ielo, mientras que Enlil, el hijo argaba

a la tierra: su madre. El dios de la luna, llamado Sin fue el hijo de el dios del aire y otra

diosa de la tierra llamada Ninlil. Junto on su madre y la ayuda de Enki, el dios del agua,

Enlil produjo plantas y animales. Hombres y mujeres fueron proreados mediante la uni�on
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de la diosa del mar Nammu, la diosa de la tierra Ki y el dios del agua Enki. El dios del

sol, Utu y la diosa Venus Inanna son los hijos del dios de la luna.

Esta es la versi�on m�as antigua (∼ 2500AC) de la reai�on seg�un los Mesopotamios. La

ontinua observai�on del ielo llev�o a �esta y a muhas m�as ivilizaiones a rear historias

sobre los or��genes del universo.

La idea de tener una difereniai�on entre el ielo y la tierra fue onebida por algu-

nas ivilizaiones. Otras m�as, omo los mesoamerianos les onsideraban omo un mismo

objeto: ielo y tierra eran una misma entidad.

Los Sumerios, la ivilizai�on al sur de Mesopotamia (en lo que ahora ser��a Kuwait) y

m�as o menos ontempor�anea a la misma, eran astr�onomos expertos. Inventaron la unidad

del grado omo una medida angular y gustaban del sistema sexagesimal, adem�as de que

360 era asi el n�umero de d��as del a~no.

Los griegos omenzaron a tener importantes astr�onomos alrededor del siglo IV AC. Fue

Hietas de Sirausa quien, para expliar el movimiento aparente de las estrellas, ense~no a

sus estudiantes que la tierra estaba girando alrededor de su propio eje. M�as tarde Aristaros

de Samos en el siglo terero AC re��a que el sol era el entro del universo y que hab��a objetos

omo la tierra que rotaban alrededor del sol, junto on la tierra. La luna era la exepi�on

y rotaba alrededor de la tierra. Aristaros formul�o la hip�otesis de que la raz�on por la ual

la luna mostraba solamente la mitad de un irulo en media luna era porque el sol, la luna

y Aristaros formaban un tri�angulo ret�angulo. De esta manera, Aristaros onluy�o que

el sol estaba veinte vees m�as alejado de la tierra que lo que la luna lo estaba (de heho,

el resultado orreto es de 400 vees).

�

Esta fue quiz�as la primer medii�on extraterrestre en

la historia del hombre.

Erat�ostenes, el biblioteario real de la bibliotea de Alejandr��a en el siglo II AC, sab��a

que en Siena (la iudad Egipia que ahora orresponde a Asu�an) exist��a un pozo seo que

ten��a la propiedad de que en el solstiio de verano al medio d��a no se produ��a sombra en

su parte interior. Esto se debe a que Asu�an se loaliza justamente en el tr�opio de C�aner y

por lo tanto el sol se enuentra justo en el zenit (o el punto entral en el ielo) en el solstiio

de verano. En uno de los solstiios de verano, Erat�ostenes midi�o la sombra produida por

una vara alta al oloarla de manera vertial en Alejandr��a y alul�o el �angulo produido

por la distania de Siena y Alejandr��a ya que �estas est�an b�asiamente a la misma longitud.

Erat�ostenes alulo la distania entre Alejandr��a y Siena utilizando omo base el tiempo
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que se tardaba un amello en reorrer ambas iudades. As�� el biblioteario de Alejandr��a

pudo alular el radio de la tierra y fall�o tan s�olo por 5% del valor aeptado atualmente.

Hiparos trabaj�o en la isla de Rodas en el siglo II AC.

�

El onstruy�o un sistema geo�entri-

o que permit��a predeir la posii�on de las estrellas y los planetas on la preisi�on su�iente

para ualquier viaje en alta mar. Hiparos desubri�o la preesi�on de los equinoios debida

a la preesi�on peri�odia (on un periodo de 26 000 a~nos) de la tierra sobre su propio eje de

rotai�on.

En el siglo II DC, Claudius Ptolomeo sistematiz�o la trigonometr��a y on ello fue posible

la onstrui�on de varios mapas de manera preisa. De heho Ptolomeo trabaj�o bastante

en dibujar mapas on exelente preisi�on de todo Europa, parte de

�

Afria e India.

El ristianismo osurei�o todas las ideas de los griegos y las ideas de que la tierra era

plana resurgieron fuertemente. No fue sino hasta que en el siglo XVI Niol�as Cop�ernio

intent�o simpli�ar el sistema epi��lio de ��rulos on�entrios dise~nado por Hiparo, que

las osas omenzaron a ambiar. Cop�ernio ten��a aeso a diversos manusritos de la an-

tigua Greia y as�� tuvo la oportunidad de revoluionar el pensamiento de su �epoa.

�

El

propuso que todos los planetas, inluyendo a la tierra, giraban alrededor del sol (teor��a

helio�entria).

En el siglo XVI, el �ultimo de los astr�onomos que utilizaron solamente sus ojos para

realizar sus observaiones, Tyho Brahe, era patroinado por el rey de Dinamara. A la

muerte del rey, Tyho Brahe se mud�o a Praga y ontrat�o de asistente a Johannes Kepler. A

diferenia de Tyho Brahe, quien re��a en la teor��a geo�entria del universo, Kepler sigui�o

los pasos de Cop�ernio y on las ideas de la teor��a helio�entria del universo y utilizando las

observaiones de Brahe onstruyo tres leyes fundamentales del movimiento de los planetas

alrededor del sol. A~nos m�as tarde y bajo un intenso trabajo te�orio, Isaa Newton en

Cambridge, Inglaterra fue apaz de expliar las leyes de Kepler a partir de su teor��a de

gravitai�on universal.

En el siglo XVII, Edmund Halley adivin�o de manera orreta que la trayetoria pa-

rab�olia de los ometas era quiz�as una elipse exesivamente elongada y por lo tanto, deber��a

existir una periodiidad por la ual estos objetos apareen en el ielo. Su predii�on no fue

on�rmada sino hasta despu�es de su muerte. El famoso ometa Halley lleva su nombre y

es observado ada 76 a~nos aproximadamente.

En el siglo XIX se realizaron tres trabajos que sin lugar a dudas dieron los fundamentos
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a la astronom��a moderna. El primero de ellos fue en 1838, uando Friedrih Bessel report�o

la medii�on del paralaje trigonom�etrio de la estrella 61{Cygni. M�as adelante, en este

ap��tulo analizaremos los oneptos de paralaje trigonom�etrio para enontrar la distania

a diversas estrellas utilizando estrellas �jas en el ampo de fondo de visi�on y el movimiento

de traslai�on el��ptio de la tierra alrededor del sol. Para el a~no 1900 se ten��an registrados

alrededor de ien paralajes de estrellas eranas. Con esto quedo laro que las estrellas en el

�rmamento eran objetos semejantes al sol. El segundo paso ourri�o graias al invento de la

plaa fotogr�a�a en 1839. Este heho dio a la astronom��a un giro tremendo. Fue el brit�anio

William Hershel qui�en tom�o las primeras fotograf��as utilizando el telesopio de su padre.

Con esto, Hershel desubri�o el planeta Urano y los asteroides. Catalog�o alrededor de 2000

nebulosas y desubri�o varios sat�elites de Urano y Saturno. Tambi�en desubri�o la existenia

de estrellas binarias. Finalmente, Gustav Kirkhho�, en los 1850s observ�o 30 diferentes

elementos qu��mios en el sol identi�ando las l��neas de absori�on que se presentaban en su

espetro eletromagn�etio. Durante este siglo, el atalogar l��neas espetrales fue una de las

tareas m�as fuertes llevadas aabo. Graias a esto se pudo tener un amplio onoimiento de

la estrutura estelar durante los prinipios del siglo XX. Fue justamente en el siglo XIX

uando la ombinai�on de fotograf��a y la espetrosopia lo que dio origen a la rama de la

f��sia onoida omo la astrof��sia.

§2. Astronomı́a en Mesoamérica

No quiero ontinuar sin antes menionar la importania que tuvo para nuestros ante-

pasados en Mesoam�eria el desarrollo astron�omio. Antes que nada, es importante alarar

que estas observaiones se realizaron on ayuda de los ojos e instrumentos para marar

iertas posiiones de los astros. Con el paso de los siglos y haiendo observaiones preisas

las ivilizaiones mesoamerianas optaron por amalgamar la astronom��a on sus onstru-

iones. Al estudio de la astronom��a en el ontexto ultural de las ivilizaiones antig�uas se

le denomina arqueo{astronom��a.

Una de las razones por las uales se onoe el alto nivel de observai�on astron�omia

en mesoam�eria es debido a la reai�on de alendarios, omo el alendario Maya. Este

alendario est�a dividido en tres ategor��as: tzolkins que son los a~nos saros o naturales.

�

Estos est�an ompuestos por 13 periodos (meses) de 20 d��as ada uno. Los haabs que son
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los a~nos solares poseen 18 meses de 20 d��as ada uno. Se siguen de una uenta espeial de

ino d��as que se llamaban uayeb en donde se representaban diversas festividades. Tambi�en

los Mayas divid��an su alendario en unidades de 20, 360, 7200 y 144000 d��as. A esta �ultima

se le denomin�o la uenta larga. Las dos primeras divisiones fueron hehas por todas las

ivilizaiones de M�exio. Las dos primeras uentas oiniden ada 52 a~nos, que se elebraba

on una �esta grande. La uenta larga permiti�o a los Mayas esribir el d��a de la reai�on:

el 13 de agosto del a~no 3114 AC.

Existen algunos juegos alendarios que fueron de suma importania para los mesoa-

merianos. Por ejemplo, los teotihuaanos ten��an omo d��as espeiales el 29 de abril y el 13

de agosto. En estos d��as la pir�amide del sol se alinea on el diso solar (y esto mismo suede

on una gran antidad de monumentos prehisp�anios en mesoam�eria). Esto se debe a lo

siguiente. A partir del 29 de abril el observador tiene que esperar un intervalo de 52 d��as

para llegar al solstiio de verano (21 de junio). Cinuenta y dos d��as m�as tarde se llega al

13 de agosto. Esta �ultima feha india el omienzo del alendario solar de 365 d��as. Cuando

la alineai�on solar suede en direi�on opuesta a la de las estruturas anteriores, se obtie-

nen fehas de gran importania que orresponden al 12 de febrero y el 29 de otubre. En

estas fehas, se observan diversos alineamientos on el sol al amaneer. Existen otras dos

parejas de n�umeros que utilizaron los mesoamerianos: el 9 de abril on el 2 de septiembre

y el 4 de marzo on el 9 de otubre. Por ejemplo, el templo mayor de Tenohtitlan en la

Ciudad de M�exio, que est�a orientado al poniente, se alinea on el diso solar el 9 de abril

y el 2 de septiembre. Justamente el 9 de abril y el 2 de septiembre dividen al a~no solar

en una propori�on de 2/3. En otras palabras, despu�es de la primera alineai�on en el a~no,

73 d��as m�as tarde se llega al solstiio de verano y la segunda alineai�on ourrir�a 73 d��as

posteriores a esto. A partir de esta alineai�on se tiene que esperar 3 vees 73 d��as (= 219

d��as) para que on la siguiente alineai�on se omplete el a~no solar. El n�umero 73 es un

n�umero fundamental para las ulturas mesoamerianas. Por ejemplo, en el alendario solar

de 365 d��as y el alendario orto de 260 d��as oinid��an en un intervalo de 52 a~nos solares

omo se menion�o anteriormente. Esto ourre justamente uando el alendario orto de

260 d��as ha dado exatamente 73 vueltas. Por si fuera poo, el periodo sin�odio (tiempo

que tarda un objeto en ompletar una �orbita sobre la b�oveda eleste) del planeta Venus es

de 584 d��as que se obtiene de aumular 8 periodos de 73 d��as. Por ejemplo, en el templo

mayor debido a que la altura de su horizonte haia el oriente es muy pareida a la del
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poniente, se obtienen alineaiones maravillosas al salir el sol y al oultarse. Las fehas de

alineai�on del templo mayor, que ourren el 4 de marzo y el 9 de otubre, dividen de

forma igual al a~no de 365 d��as en un intervalo de 2 vees 73 y 3 vees 73 en relai�on al

solstiio de invierno respetivamente. Esta posii�on este{oeste elegida on gran preisi�on

para que estos alineamientos ourrieran en el Templo Mayor de Tenohtitlan fueron eso-

gidas premeditadamente. De heho no solo se basan en la orientai�on este{oeste, sino que

adem�as se requiere de onstruirles en un punto exato en todo el valle de Mexio para este

fen�omeno, el ual depende ritiamente de las monta~nas alrededor del valle. Esta elei�on

tan bien estudiada para la onstrui�on de estas pir�amidas pone en tela de juiio la leyenda

Mexia de haber enontrado un �aguila devorando una serpiente sobre un nopal en el islote

del lago de Texoo que representaba la se~nal divina para onstruir la futura iudad de

Mexio Tenohtitlan. En otras palabras, todo paree indiar que el lugar para onstruir

esta iudad fue esogido de manera muy preisa, bas�andose en mediiones astron�omias.

Podr��amos seguir analizando diversas onstruiones omo el observatorio del Caraol

onstruido por los Mayas y no aabar��amos. Sin embargo, quiero onluir menionando la

existenia de observatorios solares en diversos lugares, en donde se presenta una orientai�on

astron�omia onoida omo la hierofan��a : la iluminai�on de lo sagrado. Esto es un juego

de luz y sombra que muestra el poder de los astr�onomos mesoamerianos. Quiz�as el m�as

famoso de todos �estos es el que ourre en la pir�amide de Kukul�an en Chih�en Itza. En

los atardeeres de los equinoios de primavera y oto~no (y de heho por alrededor de una

semana antes y despu�es de estas fehas), los nueve uerpos de la pir�amide proyetan una

sombra sobre la balaustrada de la esalinata norte, on lo ual se forma el uerpo luminoso

de una serpiente uya abeza de piedra se enuentra en la base de la balaustrada omo

lo muestra la Figura I.2. Esto representa el desenso haia la tierra del dios Kukul�an o

Quetzal�oatl en forma de serpiente de luz. Pero la hierofan��a se presenta tambi�en en otros

lugares omo en Malinalo donde los rayos solares a medio d��a del equinoio alumbran a

la serpiente Huitzilopohtli en su desenso a la tierra.

§3. Astrof́ısica relativista

Hoy en d��a no es posible enontrar una marada diferenia entre la astronom��a y la f��sia.

De heho, ambas ienias han aminado siempre de la mano. Hoy en d��a esta situai�on es
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Figura I.2: La �gura muestra la hierofan��a que se presenta era de los equinoios de

primavera y oto~no en la pir�amide de Kukul�an de Chih�en Izta. El uerpo luminoso de

la serpiente es evidente graias a la proyei�on de los nueve uerpos de la pir�amide en la

esalinata. Esta imagen fue tomada del servidor proton de la Universidad de Guadalajara

en http://proton.ucting.udg.mx/temas/conozca/hijo/chichen11.html.

mas marada puesto que se realizan observaiones en freuenias de radio desde la tierra y

en el espaio en otras longitudes de onda, on el uso de sat�elites. Al estar en el espaio, y as��

deshaerse de la apa de la atm�osfera, se reiben se~nales provenientes inluso de rinones

lejanos del universo. Esta informai�on es reibida omo radiai�on eletromagn�etia y omo

ujos de part��ulas (eletrones, protones, neutrinos, et.). A �nales de la primera d�eada del

siglo XXI estar�an listos diversos experimentos, unos en �orbita alrededor de la tierra, otros

sobre la tierra, que intentar�an explorar no solamente los ujos de radiai�on y de part��ulas

que hasta ahora hemos observado. Estos experimentos servir�an para la observai�on de ondas

gravitaionales produidas por fen�omenos altamente energ�etios, omo el amalgamiento de

dos agujeros negros, el orbitar de una estrella de quarks alrededor de un agujero negro,

et.

Albert Einstein a prinipios del siglo XX modi��o la forma de entender la din�amia

del movimiento desrita por Isaa Newton en el siglo XVII. Esta teor��a, la llamada teor��a

espeial de la relatividad ambi�o onsiderablemente todos nuestros oneptos de obser-

vai�on de las leyes del universo. Einstein formul�o esta teor��a de manera matem�atia. A la
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feha, esta teor��a ha pasado todas las pruebas experimentales a las que ha sido sometida.

Diez a~nos despu�es de la reai�on de la teor��a espeial de la relatividad, Einstein formul�o

una teor��a gravitaional basada en su teor��a espeial.

�

El mismo la denomin�o, la teor��a

general de la relatividad .

Einstein era una persona muy modesta y sol��a deir que si el no hubiera formulado la

teor��a espeial de la relatividad, en unos uantos a~nos alguien m�as lo hubiera heho. Sin

embargo, uando onstruy�o su teor��a general, dijo tambi�en lo mismo, pero en vez de unos

uantos a~nos dijo que hubiera tardado alrededor de unos sesenta a~nos. Curiosamente, esto

oinide on el renaimiento de la gravitai�on en la d�eada de los 1960s y el surgimiento

de la astrof��sia relativista omo una de las ramas m�as s�olidas de la f��sia.

Unos meses despu�es de la publiai�on de la teor��a de la relatividad general, Karl Sh-

warzshild, quien serv��a a las fuerzas armadas alemanas en el frente ruso durante la primera

guerra mundial, formul�o la primer solui�on a las euaiones de Einstein: la solui�on de la

gravedad produida por una distribui�on de masa esf�eria, omo la de una estrella.

En la segunda d�eada del siglo XX, el joven meteor�ologo, Alexander Friedman en-

ontr�o soluiones a la din�amia del universo utilizando la teor��a general de la relatividad

de Einstein. Sus soluiones mostraron un universo din�amio (i.e. on movimiento), por lo

que Einstein mismo introdujo una onstante antigravitaional (la famosa onstante os-

mol�ogia) en las euaiones de ampo para obtener un universo est�atio. Mas tarde, on

los desubrimientos de Edwin Hubble, donde se mostraba un universo en expansi�on y por

tanto en movimiento, Einstein aept�o su error y lo denomin�o el error m�as grande de toda

su vida.

En los 1930s el joven de 19 a~nos, Subrahmayan Chandrasekhar, durante un viaje en

baro de India a Inglaterra investig�o la posibilidad de mezlar las ideas de la teor��a espeial

de la relatividad on las ideas de la fresa teor��a u�antia, as�� omo sus onoimientos

de astronom��a. De esta manera predijo la existenia de estrellas peque~nas (∼ 1000 km)

denominadas hoy en d��a omo enanas blanas . De la misma manera, para �nales de la

d�eada de los 1930s, despu�es de anuniarse el desubrimiento del neutr�on, el joven Lev

Davidovih Landau (el �ultimo f��sio que domin�o absolutamente todas las ramas de la

f��sia te�oria) idealiz�o otro tipo de estrellas similares a las enanas blanas, pero formadas

prinipalmente por neutrones. Estas estrellas se denominan hoy en d��a omo estrellas de

neutrones .
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La �epoa de oro de la astrof��sia relativista se llev�o a abo en la d�eada de los 1960s,

uando en tres pa��ses, Inglaterra, la Uni�on Sovi�etia y los Estados Unidos de Am�eria se

formaron tres de los grupos m�as famosos en la historia de la f��sia. Por la parte Inglesa,

Dennis Siama en Cambridge form�o su grupo junto on sus estudiantes Stephen Hawking,

Roger Penrose, Martin Rees y Joseph Silk entre otros. Por la parte Sovi�etia, Yakov Bo-

risovih Zel'dovihZel'dovih, Yakov Borisovih, uno de los eduados por Lev Davidovih

Landau, y que tuvo que ver on la onstrui�on de la bomba de hidr�ogeno, form�o su grupo

on Igor Novikov y Andrei Doroshkevih entre otros. Este grupo sovi�etio ha sido el gru-

po m�as fuerte y s�olido en toda la historia de la astrof��sia relativista. Su produi�on fue

grandiosa. Por la parte Ameriana, en Prineton, John Wheeler, quien fuera estudiante de

Albert Einstein, junto on sus estudiantes Kip Thorne, Charles Misner y otros, formaron

el terer gran grupo de astrof��sia relativista. Hoy en d��a diversos grupos se han derivado

de estos tres y todos, de una u otra manera est�an inueniados por el trabajo y las ideas

que estos primeros grupos desarrollaron.

§4. Constituyentes básicos del universo

El sistema solar representa nuestro veindario. Est�a onstituido por una estrella, el sol

y diez planetas. Nosotros estamos en el terer planeta, ontando desde el sol haia afuera.

Existe un intur�on de asteroides entre Marte (el uarto planeta) y J�upiter (el quinto

planeta). Todos los planetas giran alrededor del sol en �orbitas que se desv��an ligeramente

de ��rulos. Existe una preesi�on notable del planeta Merurio (el primer planeta) sobre su

propio eje (∼ 43 arse/siglo) que se debe a efetos relativistas produidos por el sol y Mer-

urio en el espaio{tiempo. Saturno (el uarto planeta en la lista) se enuentra diez vees

m�as lejos de la tierra que la distania tierra{sol. Adem�as de planetas y asteroides, exis-

te gas (prinipalmente Hidr�ogeno) de baja densidad entre ada planeta. Tambi�en existen

ampos magn�etios y se enuentran part��ulas que se mueven a veloidades relativistas que

ruzan el sistema solar. Estas part��ulas, denominadas rayos �osmios , fueron produidas

y aeleradas en el entro de agujeros negros supermasivos o en explosiones supernovas.

Las estrellas eranas a nosotros son estrellas rojas fr��as, que se pareen muho a nuestro

sol, qui�en por ierto es tan s�olo una estrella t��pia, om�un y orriente. Las masas (m) de

estas estrellas eranas tienen valores en el rango de 2M⊙ . m . 10M⊙, en donde el
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s��mbolo M⊙ representa la masa del sol. La estrella m�as erana, Alfa Centauri, se enuentra

a una distania de la tierra de ∼ 30 000 vees m�as grande que la distania Tierra{J�upiter.

De heho esta estrella se enuentra a 4.3 a~nos{luz de distania de la tierra

†
. La densidad

de estrellas en nuestro alrededor es aproximadamente de 50 estrellas por ∼ 17a~nos{luz

�ubios, entrados alrededor del sol.

La galaxia (o nuestra galaxia, la v��a l�atea) es un onglomerado de estrellas on

tama~no ∼ 20 000 vees m�as grande que la distania tierra{sol. Nuestra galaxia tiene forma

espiral, similar a la galaxia de Andr�omeda que se muestra en la Figura I.3, y ontiene

∼ 1011 = 100 000 000 000 estrellas. Existe un problema esenial en el estudio de la galaxia.

No es f�ail observar su forma pues estamos dentro de la misma. Esto es similar al problema

de mapear un laberinto ompliado una vez que uno est�a dentro del mismo. Preguntas que

pareer��an tan simples omo >donde se enuentra el entro de la galaxia? no son simples de

ontestar. Sin embargo se puede dar una buena aproximai�on observando los movimientos

de las estrellas de nuestra galaxia.

En 1926, el astr�onomo Edwin Hubble mostr�o que los objetos omo la nebulosa de

Andr�omeda eran omo islas de estrellas en el universo, similares a nuestra galaxia. Las

galaxias fueron lasi�adas por Hubble en dos esquemas prinipales: espirales (omo

Andr�omeda) y el��ptias (galaxias esferoidales) omo Virgo{A que se muestran en la Figu-

ra I.4. Finalmente, galaxias que no pareen el��ptias ni espirales se denominan irregulares.

La distribui�on de luz en las galaxias el��ptias es suave, no ontienen barras ni disos en-

trales. Mas adelante hablaremos de esta lasi�ai�on y su importania a nivel osmol�ogio.

Las galaxias onstituyen los imientos fundamentales del universo, es deir, �estas forman

los pilares eseniales de la estrutura del universo.

Existen galaxias que dan origen a los fen�omenos m�as energ�etios del universo y aunque

su lasi�ai�on ae dentro de los g�eneros desritos por Hubble, han sido tambi�en ataloga-

das de otra manera. Estas galaxias se denominan gen�eriamente omo N�uleos Ativos de

Galaxias (NAG) y en oasiones apareen omo objetos estelares en plaas fotogr�a�as. Por

esta raz�on son en oasiones denominados objetos uasi{estelares o uasares . Estos uasa-

res y sus primos relativos m�as energ�etios los blazares son los objetos m�as energ�etios del

universo que onoemos.

†
Un a~no{luz es la distania que reorre la luz (que viaja a ∼ 300 000 km/s) durante un a~no. Como

referenia, siempre es �util saber que la distania tierra{sol es de 8.3minutos{luz.
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Figura I.3: Imagen de nuestra galaxia veina Andr�omeda, tambi�en onoida omo M31

o NGC 224 dependiendo del atalogo donde ha sido observada. Esta galaxia se paree

muho a la nuestra, solo que es ligeramente m�as grande. La imagen es Copyright de

Robert Gendler y fue obtenida de http://www.robgendlerastropics.com.

Las galaxias en el universo se enuentran onentradas en lo que se onoe omo �umu-

los de galaxias . Estos �umulos son las estruturas amarradas de forma gravitaional m�as

grandes que onoemos en el universo. En oasiones, estos �umulos llegan a tener unos

uantos miles de galaxias en su interior. Tama~nos t��pios de estos �umulos son del orden

de 50 vees el tama~no de la galaxia. La mayor��a de las galaxias no se enuentran en �umulos

de galaxias.

�

Estas se enuentran omo objetos aislados en el universo.

La distribui�on de las galaxias en el universo resulta importante para analizar la es-

trutura a gran esala del mismo. Resulta que las galaxias se enuentran distribuidas en

una manera un tanto uanto aleatoria, es deir, no es uniforme en esalas que van m�as all�a

de las esalas de �umulos gal�atios. Al mapear todas las galaxias visibles en un mapa,
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Figura I.4: Imagen �optia de la galaxia el��ptia M87 (NGC 4486), mejor onoida omo

Virgo{A. La imagen es Copyright de Robert Gendler y fue obtenida de http://www.

robgendlerastropics.com.

se observan agujeros (regiones sin galaxias), �lamentos y planos (estos �ultimos dos, son

estruturas formadas por galaxias). La Figura I.5 representa las observaiones hehas por

el Center for Astrophysis (CfA) de la Universidad de Harvard. Nuestra propia galaxia

se enuentra en el entro del diagrama y la b�oveda eleste ha sido mapeada dentro del

��rulo que se observa en la �gura. En el diagrama se observan varias l��neas radiales for-

madas por galaxias que apuntan haia nuestra galaxia. Estas l��neas son representaiones

de la existenia de un �umulo de galaxias. Todas las galaxias en estas l��neas se enuentran

amarradas gravitaionalmente y los miembros del �umulo tienen dispersiones de veloidad

su�ientemente grandes, omo para que se vea una disminui�on en su distania radial,

omo onseuenia del efeto Doppler , a pesar de que se enuentran a la misma distania.
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Estas l��neas se denominan freuentemente los dedos de dios . En la parte superior del dia-

grama, se observa tambi�en una adena de galaxias grandes que ubre asi toda la regi�on

mapeada. Esta regi�on se denomina la gran pared . Con este mapeo se obtiene una buena

informai�on sobre la topolog��a del universo. Los resultados muestran que el universo tiene

una estrutura omo la de una esponja. Las galaxias representan un pedazo de la esponja

y se enuentran unidas entre si por �lamentos, pedazos m�as grandes. Adem�as tienen entre

s�� pedazos va��os que tambi�en est�an unidos entre s��, una arater��stia de la topolog��a de

una esponja en tres dimensiones, que no poseen las esponjas de dos dimensiones. Final-

mente, el tama~no del universo es alrededor de 50 vees el tama~no de los agujeros va��os en

el universo, omo los que se muestran en el mapeo de las ampanas. Cuando estudiemos

osmolog��a, veremos a que nos referimos on el tama~no del universo y omo se mide el

mismo.

§5. Radiación de fondo

Una de las formas m�as �utiles para entender el universo y sus onstituyentes es analizar

los mapas que se onstruyen on la radiai�on de fondo. Lo que se hae es mapear la

radiai�on que se observa en la b�oveda eleste, en un ierto intervalo de freuenias (digamos

en radio) y ponerlo en un mapa de dos dimensiones, similar a los mapas bidimensionales

que representan el globo terr�aqueo. La proyei�on m�as utilizada para representar el globo

terr�aqueo es la proyei�on de Merator. El mapeo onsiste en que ada punto sobre la esfera

terrestre es mapeado a un plano de dos dimensiones �nito (un ret�angulo), de tal forma que

las dimensiones era del euador son preservadas a onseuenia de que las esalas era

de los polos se aumentan. Esta proyei�on no es la �unia posible. Existen diversas formas

de mapear el globo terrestre. Una de ellas es onoida omo la proyei�on Hammer{Aito�

que onsiste en poner a los puntos de la super�ie terrestre en una elipse de tal forma

que las latitudes y longitudes se urven omo lo muestra la Figura I.6. Al igual que en

la proyei�on de Merator, los pa��ses representados en los polos presentan distorsiones

geom�etrias, mientras que los eranos al euador apareen orretamente. Este mapeo

tiene la propiedad de que onserva el �area. En otras palabras, un �area de tama~no unidad es

mapeada a un �area de tama~no onstante. Los astr�onomos utilizan diversas modi�aiones

(dependiendo del experimento en uesti�on) de la proyei�on Hammer{Aito� que es una
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Figura I.5: Mapeo de todas las galaxias observables en la b�oveda eleste. El mapeo fue

heho por el Harvard{Smithsonian Center for Astrophysis. La �gura muestra las galaxias

que se observan omo funi�on del orrimiento al rojo (i.e. distania). La �gura es una

proyei�on polar del orrimiento al rojo (radio) omo funi�on del �angulo de aseni�on

en el plano del ielo.

�

Esta y otras im�agenes semejantes se enuentran disponibles en

http://cfa-www.harvard.edu/~huchra/zcat.

proyei�on de la b�oveda eleste haia una elipse donde se onservan (en oasiones s�olo

aproximadamente) las �areas. La manera usual de mapear la b�oveda eleste es la siguiente.

Se esogen unas oordenadas denominadas oordenadas gal�atias de tal manera que el

plano de nuestra galaxia (v��a{l�atea) oinida on el euador en la proyei�on de Aito�. El
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punto que orresponde al entro de la galaxia en la b�oveda eleste es puesto en el entro

de la elipse. El polo norte gal�atio y el polo sur gal�atio son oloados en el polo norte

y sur de la elipse respetivamente.

Figura I.6: La super�ie de la tierra en un mapa el��ptio. La proyei�on se denomina

Hammer{Aito� y el mapeo es tal que preserva �areas a osta de distorsionar el polo norte y

sur, as�� omo las regiones alejadas al este y oeste. El r�edito de la imagen es de Dylan Pren-

tiss del Department of Geography, University of California, Santa Barbara y fue obtenida

de http://earth.rice.edu/mtpe/geo/geosphere/topics/mapping/40_hammer.html.

La Figura I.7 muestra omo se ve el ielo en el intervalo de freuenias �optio. Eviden-

temente lo que m�as resalta a la vista es la parte euatorial, donde se ve un gran manh�on

blano. Este manh�on lo produe el plano de nuestra propia galaxia, la famosa v��a{l�atea.

Esta �gura del ielo fue tomada de 51 fotos de �angulo anho tomadas individualmente en

California y Sud�afria. Las im�agenes fueron tomadas on una �amara fotogr�a�a on un

lente de 28mm y una apertura del diafragma a f/4. El tiempo de exposii�on fue de 30 a 45

minutos por plaa fotogr�a�a. La mayor��a de la luz que se observa en esta imagen se debe

a estrellas y gas loalizadas en el plano de nuestra galaxia que radian a temperaturas de
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entre 3 000 − 10 000K. En la �gura se muestran las nubes de Magallanes peque~na y grande

en la parte inferior dereha del plano gal�atio.

Figura I.7: La �gura muestra el panorama del ielo utilizando la proyei�on de Aito�. El

plano de nuestra galaxia (l��nea horizontal que ruza el entro de la elipse) muestra la v��a

l�atea. En la parte inferior dereha de la �gura se observan las nubes de Magallanes. La

imagen fue tomada y es



2000 Axel Mellinger (http://home.arcor-online.de/axel.

mellinger).

Haia el rango de altas energ��a, la Figura I.8, muestra la b�oveda eleste en rayos{X.

Debido a que los objetos que radian en rayos{X deben poseer temperaturas ∼ 10

7

K, no

existen tantos objetos en el plano gal�atio. De heho, asi toda la radiai�on proviene de

objetos extragal�atios. Las fuentes de rayos{X gal�atias son produidas esenialmente

por dos meanismos. El primero se debe a la produi�on de rayos{X debido al arrastre gra-

vitaional por parte de una estrella sobre otra en un sistema binario. El segundo meanismo

de se debe a los remanentes de explosiones supernovas. Casi toda la emisi�on en rayos{X

fuera del plano gal�atio es produida por n�uleos ativos de galaxias a grandes distanias.

Tambi�en se observan algunos �umulos de galaxias que ontienen grandes antidades de gas
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aliente en el espaio entre galaxias.

Figura I.8: Una imagen de rayos{X (hasta energ��as de ∼ 1 keV) de todo el ielo obtenida

on el sat�elite HEAO-1. Es laro que la galaxia no es un notable emisor en esta freuenia.

La imagen es Copyright de la NASA y fue obtenida de http://heasarc.gsfc.nasa.gov/

docs/heao1/heao1_images.html.

La Figura I.9 muestra la b�oveda eleste en rayos-γ, la radiai�on m�as energ�etia en el

espetro eletromagn�etio. Lo que muestra el mapa es que asi toda la radiai�on en esta

freuenia se enuentra en el plano gal�atio. Esto se debe a la presenia de part��ulas on

muy altas energ��as, que se mueven a veloidades eranas a las de la luz entre las estrellas.

Estas part��ulas son similares a los rayos �osmios que se detetan en lo m�as alto de la

atm�osfera terrestre on la ayuda de sat�elites y globos arti�iales. Los rayos{γ se produen

mediante la olisi�on de estas part��ulas de altas energ��as y el fr��o gas del medio interestelar.

Fuera del plano gal�atio se observan eventos de rayos{γ aislados y de duraiones peque~nas

(desde unos uantos ms hasta unos 10

3

s ). Estos eventos est�an asoiados on los fen�omenos
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energ�etios m�as violentos del universo. Se denominan destellos de rayos{γ. Justo ahora

se est�a deidiendo quienes son los progenitores de tales eventos, pero todo india que

se debe a explosiones atastr�o�as probablemente ourridas por el amalgamiento de dos

objetos gravitaionales ompatos omo un par de estrellas de neutrones, o una estrella de

neutrones on un agujero negro, et.

Figura I.9: Imagen de la b�oveda eleste en rayos{γ obtenida on el sat�elite EGRET.

La emisi�on produida por la galaxia se debe a radiai�on sinrotr�onia y no a proesos

t�ermios. La �gura muestra radiai�on on energ��as mayores a 100MeV. Para una mayor

informai�on sobre todos los mapas del ielo a altas energ��as, revisa http://cossc.gsfc.

nasa.gov/images/epo/gallery/skymaps, donde se enuentra esta imagen y otras mas.

Haia la parte de energ��as m�as bajas que el �optio se enuentra la banda infrarroja

omo lo muestra la Figura I.10. Al igual que en los rayos{γ se observa que la radiai�on est�a

dominada por la parte entral del diagrama. Esta radiai�on es produida por el polvo

†
fr��o

†
Los astr�onomos llaman polvo a part��ulas del orden de 1µm que tienen formas irregulares de arb�on

y/o siliatos. Estos granos, que se enuentran en el medio interestelar, se enargan generalmente de absorber

radiai�on. Por ejemplo, una de las razones por las uales se observan manhones negros en la v��a l�atea y

otras galaxias es justamente porque la radiai�on de sus estrellas ha sido absorbida por el polvo interestelar.
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del medio interestelar que se enuentra a temperaturas alrededor de 60 − 100K. A pesar

de que el gas no es muy aliente, �este tiene que alentarse o se enfriar��a hasta alanzar

una temperatura muy baja radiando toda su energ��a interna. Lo que suede es que son las

estrellas {sobre todo las de formai�on reiente y las que est�an muriendo{ las que inyetan

energ��a a este gas para mantener temperaturas del orden de 100K. Los granos de polvo en

el medio interestelar absorben la radiai�on �optia y ultravioleta proveniente de las estrellas

y la reemiten en el infrarrojo. Por esta raz�on el estudio del universo en la banda infrarroja es

de suma importania: provee a los astr�onomos on herramientas para analizar la formai�on

estelar en los rinones m�as lejanos del universo.

Figura I.10: El mapa de la b�oveda eleste en proyei�on de Aito� muestra el intervalo

entre 60 y 100µm (infrarrojo). Las observaiones fueron hehas por el sat�elite IRAS. Es

notoria la radiai�on del polvo interestelar en el plano de la galaxia a estas freuenias.

Mayor informai�on sobre el ielo en infrarrojo se enuentra en http://coolcosmos.ipac.

caltech.edu/image_galleries/missions_gallery.html. Esta imagen fue obtenida de

http://irsa.ipac.caltech.edu/IRASdocs/iras.html.

Mientras nos movemos a longitudes de onda m�as largas omenzamos a observar objetos

m�as fr��os. Por ejemplo, la Figura I.11 muestra la b�oveda eleste observada en la banda

del milim�etrio por el sat�elite COBE (COsmi Bakground Explorer). Esta radiai�on es

produida por los remanentes de la expansi�on del universo que se observan hoy en d��a a una

temperatura de ∼ 3K. La imagen muestra dos laras zonas, la zona superior es m�as intensa
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que la zona inferior. Esto es un efeto de visi�on debido al movimiento de la tierra a trav�es de

la radiai�on de fondo en miroondas. De tal manera que si se elimina este efeto Doppler,

se obtiene la imagen inferior de la Figura I.11. Una perfeta homogeneidad e isotrop��a

de la radiai�on de fondo. Resulta que esta isotrop��a se da a resoluiones de una parte en

105. A esta esala, peque~nas utuaiones (desviaiones) de la isotrop��a de la radiai�on

son observables. La Figura I.12 muestra estas irregularidades observadas por el sat�elite

WMAP (Wilkinson Mirowave Anisotropy Probe). Estas utuaiones son ruiales en el

estudio de osmolog��a omo veremos m�as adelante. El espetro de esta radiai�on es un

uerpo negro, de heho resulta ser el mejor uerpo negro que onoemos de la naturaleza.

Al observar el ielo a freuenias a�un m�as ortas, llegamos a las ondas de radio. La

Figura I.13 muestra la b�oveda eleste a una radio freuenia de 408MHz. De nueva uenta se

observa que el plano gal�atio est�a dominado por radiai�on en ondas de radio. Sin embargo,

esta radiai�on no se debe a gas fr��o. Esta radiai�on es produida por eletrones de altas

energ��as que se mueven a veloidades ultra{relativistas y que giran alrededor del ampo

magn�etio de la galaxia. A este tipo de radiai�on se le denomina radiai�on sinrotr�onia ,

pues fue primeramente observada en los aeleradores de part��ulas terrestres denominados

sinrotrones. El heho de que exista radiai�on de este tipo en nuestra galaxia signi�a

que existe un ampo magn�etio asoiada a la misma. Igualmente, los n�uleos ativos de

galaxias resultan emitir radiai�on sinrotr�onia a diversas radio{freuenias y esto es lo

que se observa a lo lejos del plano gal�atio en la Figura I.13. El estudio de la radiai�on

sinrotr�onia en los n�uleos ativos de galaxias es fundamental para el entendimiento de

los fen�omenos f��sios que se llevan a abo en estos objetos.

§6. Mediciones en astrof́ısica

Para �nalizar esta parte introdutoria, veamos brevemente la manera en que los astr�ono-

mos miden algunas antidades fundamentales en la astrof��sia.

Las estrellas eranas a nosotros forman una trayetoria el��ptia en la b�oveda eleste

a lo largo de un a~no on respeto a estrellas distantes que pareen no moverse en el

plano del ielo. Este movimiento el��ptio se debe a la rotai�on de la tierra alrededor del

sol. El �angulo que subtiende el semi{eje mayor de la elipse a partir de la estrella en

uesti�on se denomina paralaje θ y est�a representado en la Figura I.14. Se die que un
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38 I INTRODUCCIÓN A LA ASTROFÍSICA

Figura I.11: La �gura muestra dos im�agenes de la b�oveda eleste en una longitud de

onda de ∼ 5.7mm tomadas por el sat�elite COBE. El panel superior muestra dos zonas

laras que est�an produidas por el movimiento de la tierra sobre la radiai�on �osmia de

fondo. Al quitar este efeto de traslai�on se obtiene una radiai�on homog�enea e isotr�opia

de ∼ 3K, omo lo muestra el panel inferior. La imagen es Copyright de la NASA y fue

obtenida en http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/cobe.
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Figura I.12: Al re�nar la imagen de la Figura I.11 y observar en �angulos mayores a

10

◦
se detetan peque~nas irregularidades en la homogeneidad de la radiai�on de fondo

en miroondas. Estas utuaiones son las ausantes de la formai�on de la estrutura

del universo a gran esala hoy en d��a. La imagen fue tomada on el sat�elite WMAP, es

Copyright de la NASA y se obtuvo en http://map.gsfc.nasa.gov.

objeto se enuentra a una distania de un parse ( p) si su paralaje es de 1 arseg. Si

en la Figura I.14 θ = 1 arseg entones, omo la distania sol{tierra (de�nida omo una

unidad astron�omia uyo s��mbolo es AU) es de 8.3min-luz ∼ 1.5 × 10

11

m, se obtiene

que 1 p ≈ 3× 10

16

m ≈ 3 a~nos{luz. El primer paralaje de una estrella fue medido en

1837 por Bessel. En el aso de la estrella m�as erana, pr�oxima Centauri, orresponde a

1.2 arseg. Hoy en d��a el sat�elite Hipparos ha medido paralajes de la gran mayor��a de

estrellas observables hasta una distania de ∼ 100 p.

Las veloidades radiales de una estrella o ualquier otro objeto radiante pueden ser

medidas utilizando el orrimiento al rojo que produe el efeto Doppler en el espetro

eletromagn�etio (prinipalmente �optio). Esto onsiste en observar las l��neas de emisi�on y

absori�on que produe los elementos qu��mios del gas que se observa. De aqu�� se identi�an

las l��neas observadas y si existe una desviai�on on respeto a las observaiones en los

laboratorios terrestres, se atribuye el orrimiento (al rojo o al azul) al movimiento radial

del objeto on respeto a nosotros. La veloidad transversal de un objeto

_θ despu�es de
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Figura I.13: Mapa del ielo en ondas de radio on freuenia de 408MHz (73 m). La

radiai�on observada es radiai�on sinrotr�onia produida por eletrones girando alrededor

de ampos magn�etios a veloidades ultrarelativistas. El r�edito de la imagen es para el

Max Plank Institute for Radio Astronomy. La imagen fue generada por Glyn Haslam y

fue obtenida en http://antwrp.gsfc.nasa.gov/htmltest/jbonnell/www/multiw_sky.

html.

haber sido orregida por un posible paralaje, se denomina movimiento propio. Si por

alguna raz�on este movimiento propio se debe digamos a una expansi�on uniforme entones

es laro que la veloidad de expansi�on estar�a dada por v

r

= R _θ, en donde R es la distania de

la tierra al objeto en uesti�on. Este m�etodo se utiliza para �umulos de galaxias y nebulosas

planetarias donde se supone que el movimiento es radial a partir de un objeto entral.

En estudios de ampos eletromagn�etios y por ende en astronom��a, se utiliza el on-

epto de luminosidad (o potenia) L que es la antidad de energ��a radiada por unidad de

tiempo que emite un determinado objeto. La luminosidad de un objeto se mide en W o

en erg/s. El ujo de energ��a eletromagn�etia o simplemente ujo F es la antidad de

energ��a radiada por unidad de tiempo por unidad de �area. Si el objeto en uesti�on radia

de manera isotr�opia es laro que el ujo de radiai�on eletromagn�etia F observado por

un objeto a una distania R y que emite on una luminosidad L est�a dado por
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Estrella fija

Plano del cielo

Órbita de la tierra alrededor del sol

 θ

Figura I.14: La �gura muestra el paralaje θ que posee una estrella debido al movimiento

de la tierra alrededor del sol. Desde la tierra, es la estrella quien paree estar movi�endose

en una elipse sobre el plano del ielo.

F =
L

4πR2
. (6.1)

El ujo (o antidad de radiai�on observada) es una antidad que disminuye on la

distania, la luminosidad es una antidad intr��nsea al objeto y representa la potenia on

la ual el objeto est�a emitiendo energ��a eletromagn�etia.

Algunas estrellas de luminosidad variable omo las estrellas efeidas tienen una lumi-

nosidad bastante bien de�nida (y por lo tanto son onsideradas omo velas est�andares en

el universo). De tal manera que, omo para las efeidas L es una antidad onoida, al

observar el ujo F en la tierra es posible determinar la distania a la que estos objetos

se enuentran. Estos m�etodos se utilizaron para enontrar la distania a iertas galaxias

en el pasado. Hoy en d��a se utilizan otros m�etodos m�as avanzados. Resulta que una lase

de explosiones supernova tienen una urva de luz (diagrama L vs tiempo) bastante bien

determinada. Por lo tanto es posible que uando estas urvas de luz son identi�adas en

monitoreos aleatorios realizados sobre galaxias lejanas, es ertero a�rmar que una explosi�on
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supernova se llev�o aabo en la galaxia en observai�on. A partir de esto, se puede inferir de

una manera muy preisa la distania a iertas galaxias y as�� entonar los par�ametros neesa-

rios para expliar la din�amia del universo. Resulta que, omo veremos m�as adelante, estas

observaiones indian que el universo se est�a expandiendo (aelerando) m�as r�apido de lo

que las teor��as est�andares pueden expliar. Esta expansi�on extra se le atribuye a un ampo

esalar denominado la quintaesenia (por aquello de las uatro fuerzas fundamentales de

la naturaleza seg�un los griegos). Esta fuerza produe una repulsi�on gravitaional, es deir,

funiona omo antigravedad

†
.

En el siglo II DC, Hiparo lasi��o a las estrellas en 6 grupos de magnitud aparente

(brillo observado) m. A las m�as brillantes las puso en el n�umero 1 de su lasi�ai�on y a

las menos brillantes en el n�umero 6. En 1856, Pogson de�ni�o un sistema de brillos para

objetos astron�omios y not�o que las estrellas en la lasi�ai�on 6 de Hiparo eran m�as o

menos 1/100 vees m�as brillantes que una estrella en la lase 1. De aqu�� se dedue que el

ojo humano es un detetor de brillo logar��tmio. Pogson enontr�o de manera experimental

que

m = −2.5 log F+ onst, (6.2)

donde F es el ujo observado de la estrella en uesti�on uya magnitud es m. La onstante

es simplemente una onstante de alibrai�on. A manera de ejemplo, onsideremos dos

estrellas on magnitudes m1 y m2 respetivamente. Si adem�as m2 = 6 y m1 = 1 entones

se obtiene que F1/F2 = 1/100, donde F1 y F2 son los ujos de las estrellas on magnitudes

m1 y m2 respetivamente. Diho de otro modo, el ujo de radiai�on de la primer estrella

es 100 vees mayor al ujo de la segunda.

La magnitud absoluta M se de�ne omo la magnitud aparente que tendr��a un objeto

situado a una distania de 10 p. De aqu�� que

m−M = 5 log

(

D

10 p

)

. (6.3)

En el visible, el sol tiene m
v

= −27 y M
v

= 4.83. La estrella del amaneer, Sirio tiene

†
La introdui�on de la onstante osmol�ogia por Albert Einstein para obtener un universo est�atio es

b�asiamente lo mismo, una fuerza de antigravedad. Ya desribiremos m�as adelante todas las formas f��sias

que puede tener esta onstante osmol�ogia y omo se utiliza en osmolog��a.
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m
v

= −1.4. Lo menos que nuestros ojos alanzan a ver es hasta m
v

= 6. Una vela en la

super�ie de la luna tendr��a m
v

≈ 25. Lo m�as que hemos sido apaes de detetar on

nuestros instrumentos astron�omios es m
v

∼ 28{30.

Existen diversos m�etodos para medir las masas de objetos gravitaionales, pero el m�as

senillo de todos es el que se utiliza para medir la masa de los planetas en el sistema solar

o del sol. Consideremos dos part��ulas de masas m1 y m2 que interaionan gravitaional-

mente. El Lagrangiano de este sistema est�a dado por

L =
1

2
m1 _r

2
1 +

1

2
m2 _r

2
2 +G

m1m2

|r1 − r2|
, (6.4)

en donde r1,2 representan los vetores posii�on de las part��ulas 1 y 2 y el punto (

_[ ] := d/dt)

representa la derivada on respeto al tiempo t. Si nos montamos en el sistema de referenia

del entro de masa del sistema (i.e. m1 _r1+m2 _r2 = 0) y de�nimos la posii�on relativa entre

las part��ulas r := r2 − r1 entones el Lagrangiano de la euai�on (6.4) toma la forma

L =
1

2
µv2 +G

µ (m1 +m2)

r
. (6.5)

Aqu�� hemos esrito

_r := v y a la masa reduida µ := m1m2/(m1 +m2). La euai�on (6.5)

muestra omo el problema de dos uerpos representado en la la igualdad (6.4) puede ser

reduido al problema de una part��ula on veloidad v y masa µ movi�endose en un ampo

gravitaional on potenial gravitaional φ = −G(m1 +m2)/r. El problema de tres o m�as

uerpos que interaionan gravitaionalmente no ha tenido una solui�on anal��tia omo el

problema de dos uerpos. La forma en la que se resuelven los problemas de varios uerpos

es mediante aproximaiones num�erias.

Utilizando las euaiones de Euler{Lagrange (d (∂L/∂v) /dt = ∂L/∂r) se obtiene la

euai�on de movimiento

µa = −G
µ(m1 +m2)

r2
er, (6.6)

donde a = _v representa la aelerai�on de la part��ula y er es un vetor unitario en la

direi�on de r. Si suponemos ahora que la part��ula de masam1 es muho m�as masiva que la

de masam2 (omo el sol y la tierra), entones la part��ula 1 estar�a �ja y la part��ula 2 girar�a

en torno a la primera. Si adem�as onsideramos que la �orbita de la part��ula 2 alrededor
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de 1 es irular entones la aelerai�on es puramente entr��fuga, es deir, a = erv
2/r. Con

esto se obtiene que

m1 =
v

2r

G
. (6.7)

Si se onoen v y r entones puede determinarse la masa m1 del objeto entral. Este

m�etodo tambi�en se utiliza para sistemas on simetr��a esf�eria omo lo son los �umulos

globulares, las galaxias el��ptias y los �umulos de galaxias.

Utilizando estimaiones de masa y luminosidad on por ejemplo, los m�etodos desritos

arriba, se de�ne la raz�on o el oiente masa{luminosidad M/L. Resulta que este oiente

ree (omo ha de esperarse) uando las distanias sobre las uales se mide la masa y

la luminosidad, se aumentan. Sorprendentemente, este oiente ree tanto que exede la

masa asoiada a la luminosidad estelar observada. Este exeso de materia se denomina

materia osura (materia osura es ualquier masa que no est�a asoiada a masa estelar,

por ejemplo, libros, planetas, enanas af�es, et.). A la feha la materia osura no{bari�onia

(i.e. no ompuesta de materia normal) ha eludido todo tipo de detei�on. Sin embargo,

de manera indireta, todo paree indiar su existenia sobre todo en galaxias espirales,

�umulos de galaxias y muy probablemente est�a distribuida de manera regular a lo largo de

todo el universo.

La masa que aparee en la euai�on (6.6) puede ser onsiderada tambi�en una funi�on de

la distania al entro de la on�gurai�on r si se onsidera que la distribui�on de masa sola-

mente depende de la distania al entro. Esto es f�ail de mostrar pues si onsideramos que

la densidad de masa ρ es �uniamente una funi�on de r entones el potenial gravitaional

Newtoniano produido por la masa ontenida en un radio r est�a dado por

φ = −G

∫
dV

′ρ(r ′)

|r − r ′|
= −G

∫
ρ(r ′

int

)dV ′

|r − r ′
int

|
−G

∫
ρ(r ′

ext

)dV ′

|r− r ′
ext

|
. (6.8)

En el �ultimo paso de la euai�on (6.8) se ha dividido la integral de volumen V en dos

integrales. La primera es una integral que se lleva desde el entro de simetr��a hasta la

posii�on r (integral dentro de r). La segunda es una integral que se lleva desde la posii�on r

hasta el �nal de la on�gurai�on (que puede ser in�nito). Debido a la simetr��a del problema

es su�iente on haer el �alulo de estas integrales en una direi�on partiular, digamos en
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la direi�on ez del eje z. De esta manera, podemos esribir r = rez, on lo ual se obtiene

|rez − r ′er ′ | =
»
(r2 + r ′2 − 2rr ′ osθ ′), siendo θ ′

el �angulo (�angulo polar) que se forma

entre los vetores unitarios ez y er ′ . Con esto se obtiene que

φ = −
2πG

r

r∫

0

dr ′
e

ρ(r ′
e

)r ′
e

{
|r ′
e

+ r| − |r ′
e

− r|
}
−

2πG

r

R(=∞?)∫

r

dr ′
i

ρ(r ′
i

)r ′
i

{
|r ′
i

+ r|− |r ′
i

− r|
}

y omo r
e

> r y r
i

< r entones

φ(r) = −4πG






1

r

r∫

0

dr ′
i

ρ(r ′
i

)r ′2
i

+

R(=∞?)∫

r

dr ′
e

ρ(r ′
e

)r ′
e

.





(6.9)

Finalmente, utilizando el heho de que la aelerai�on gravitaional g = −gradφ se obtiene

que

g = −G
M(r)

r2
er, (6.10)

en donde la masa M(r) enapsulada dentro del radio r est�a dada por

M(r) := 4π

∫ r

0

ρ ′(r ′)r2dr ′ =

∫
ρ ′(r ′)dV ′. (6.11)

Esta �ultima integral est�a tomada desde el origen hasta la posii�on r. La euai�on (6.10)

muestra que la fuerza gravitaional que se ejere sobre una part��ula de prueba hasta el

radio r y que es produida por una distribui�on de masa sim�etriamente esf�eria, resulta

ser generada �uniamente por la masa interior al punto r. De aqu�� se sigue por ejemplo, que

la fuerza gravitaional que la atm�osfera terrestre hae en nosotros, al estar parados en la

super�ie de la tierra, es nula. La euai�on (6.10) die adem�as que la fuerza gravitaional

es omo la produida por una masa puntual loalizada en el origen de oordenadas y que

posee una masa M(r). �Este es un resultado important��simo y se debe a Isaa Newton,

qui�en tard�o alrededor de diez a~nos para su demostrai�on.
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La distribui�on m�as simple de materia en el universo es aquella que tiende a atraerse, en

otras palabras, es inestable y produe un olapso gravitaional . La visible expansi�on del

universo ontrarrestar este efeto, sin embargo, regiones loalizadas en el universo tienden

a formar estruturas olapsadas gravitaionalmente omo son las galaxias y las estrellas.

Estos objetos estables mantienen su estabilidad a un olapso gravitaional mediante la

produi�on de presi�on t�ermia (presi�on in�etia de un gas), presi�on de radiai�on (presi�on

produida por fotones), presi�on degenerativa (presi�on in�etia produida omo onseuen-

ia del prinipio de exlusi�on de Pauli), presiones eletromagn�etias (presi�on produida por

ampos eletromagn�etios) y por rotai�on (momento angular produe una fuerza entr��fu-

ga).

Cuando se tienen eletrones on veloidades relativistas, se generan fuentes que radian

en diversas bandas del espetro. Estas fuentes involuran a los objetos m�as potentes (i.e. on

altas luminosidades), m�as ompatos (i.e. on altos oientes luminosidad entre tama~no

(L/R)) y las m�as variables (peque~nas R para grandes L). En muhas de las oasiones

la fuerte fuerza de gravitai�on es la responsable de estos fen�omenos (pulsares, uasares,

agujeros negros, destellos de rayos-γ, et.). Todos �estos y m�as fen�omenos ser�an analizados

en detalle a lo largo del urso.

(Landau & Lifshitz, 1994)

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



Caṕıtulo II

Relatividad especial

En me�ania Newtoniana, si se tienen n uerpos interaionando (por ejemplo de ma-

nera gravitaional), el potenial de interai�on (potenial gravitaional) solamente depende

de las posiiones y no del tiempo. Por lo tanto uando una de las part��ulas se mueve, el

potenial ambia de manera instant�anea. Diversos experimentos en la f��sia muestran que

la transmisi�on de informai�on no es inmediata. El tiempo que tarda esta informai�on en

transmitirse es la veloidad de transmisi�on de informai�on entre la distania que separa a

dos part��ulas interatuantes. La veloidad m�axima a la que se transmite la informai�on

resulta ser la veloidad de la luz en el va��o. En este ap��tulo se asume que los letores

saben que es la teor��a espeial de la relatividad de Einstein. La inteni�on es repasar es-

ta teor��a para ver sus apliaiones en astrof��sia y utilizarla omo base m�as adelante, al

onstruir la teor��a de gravitai�on relativista de Einstein.

§7. Vectores y tensores en el espacio euclidiano de 3D

Un vetor es un onjunto ordenado de tres n�umeros los uales se denominan por

a = aαeα. Aqu�� estamos utilizando la onveni�on introduida por Einstein en la u�al

dos sub��ndies (o super��ndies) que apareen juntos en una operai�on matem�atia implia

sumatoria. Los ��ndies Latinos h, i, j, et. toman valores 0, 1, 2, 3 y los ��ndies Griegos

α, β, γ, et. toman valores 1, 2, 3. Los vetores eα son vetores unitarios en las direio-

nes x, y, z, o si se pre�ere en las direiones 1, 2, 3. As�� pues el vetor a est�a dado por

la relai�on a = a1e1 + a2e2 + a3e3.



48 II RELATIVIDAD ESPECIAL

El produto esalar de dos vetores es evidentemente

a �b = aαbβeα �eβ

= aαbβδαβ,
(7.1)

donde la delta de Kroneker δαβ, o el tensor unitario de rango 2 es un objeto de 9

antidades de�nidas por δαβ := 1 si α = β y δαβ := 0 si α 6= β.

El produto vetorial de dos vetores es

a∧ b = aαbβeα ∧ eβ

= aαbβǫαβγeγ,
(7.2)

en donde el tensor unitario ompletamente antisim�etrio de rango tres ǫαβγ, o tensor de

Levi{Civita es un objeto de 27 antidades. Este tensor es tal que sus omponentes ambian

signo ante ualquier interambio de ualquier par de ��ndies. Adem�as, las omponentes no

nulas del mismo son ±1. Graias a su antisimetr��a las omponentes en las uales aparezan

dos ��ndies repetidos son nulas. En otras palabras, las omponentes no nulas son aquellas

que poseen todos sus ��ndies diferentes. Es ostumbre de�nir

ǫ1 2 3 = +1. (7.3)

De esta manera los valores de ǫαβγ son +1 o −1 si los n�umeros α, β, γ pueden ser

llevados al arreglo 1, 2, 3 por un n�umero par o impar de permutaiones respetivamente.

Evidentemente el n�umero de todas las posibles permutaiones es 3! En otras palabras

ǫαβγǫαβγ = 3! (7.4)

En realidad el tensor ǫαβγ no es un tensor. Es un pseudotensor pues sus omponentes

se omportan omo las de un tensor al haer una rotai�on del sistema oordenado. Sin

embargo al haer un ambio de signo en una o tres de las oordenadas (una reexi�on),

algunas de las omponentes de este tensor deber��an ambiar. No obstante, estas ompo-

nentes tambi�en quedan iguales ya que el tensor se de�ni�o de la misma manera en todos
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los sistemas oordenados. Los pseudotensores de ualquier rango (inluso los de rango 0

que son pseudoesalares) se omportan omo tensores bajo todas las transformaiones de

oordenadas, exepto aquellas que no pueden ser reduidas a rotaiones. Es deir, bajo

reexiones.

Puede mostrarse (te debe de quedar laro esto al ver la parte de tensores y vetores en

la sei�on relativista) que ǫαβγǫλµν es un tensor verdadero (es deir, no es pseudotensor)

de rango 6. Si se ontrae uno o m�as ��ndies, entones se obtienen tensores de rango 4,

2 y 0. Obviamente todos estos tensores tienen la misma forma en ualquier sistema de

oordenadas. Debido a esto, y ya que el valor de estos tensores es ±1 o 0 para ada una

de sus omponentes, estos mismos deben de poder expresarse omo produtos de δαβ. De

heho,

ǫαβγǫλβγ = 2! δαλ, ǫαβγǫλµγ = 1!det





δαλ δαµ

δβλ δβµ



 , ǫαβγǫλµν = 0!det









δαλ δαµ δαν

δβλ δβµ δβν

δγλ δγµ δγν









.

(7.5)

El determinante de un tensor aαβ de rango 2 es el determinante de la matriz formada

por sus omponentes. Para esribir este determinante en t�erminos del tensor de Levi{Civita

hagamos la siguiente analog��a. El produto vetorial de dos vetores puede esribirse omo

un determinante y omo la euai�on (7.2). Es laro entones que el determinante del tensor

aαβ est�a dado por

det(aαβ) = ǫαβγaα1aβ2aγ3. (7.6)

Con ayuda de est�a euai�on, se obtiene la siguiente relai�on

ǫαβηaαλaβµaην = det









a1λ a1µ a1ν

a2λ a2µ a2ν

a3λ a3µ a3ν









= ǫλµν det (aαβ) . (7.7)

Si ahora multipliamos la euai�on (7.7) por ǫλµν y utilizamos la euai�on (7.4) entones

ǫλµνǫαβηaαλaβµaην = 3!det (aαβ) . (7.8)
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Esta relai�on muestra otra forma (en vez de la m�as informal y poo �util para la notai�on

de Einstein dada por el �alulo matriial (7.6)) de alular el determinante de un tensor

de rango 2.

Es ostumbre llamar vetor a la omponente esalar aα y tensor a la omponente

esalar Παβγω ya que, teniendo en mente que los ��ndies griegos var��an onforme a lo diho

anteriormente, estos mismos dan raz�on de ser al vetor o al tensor al variar sus ��ndies. As��

pues, uno se re�ere al divergente del vetor a omo ∂aα/∂xα, al gradiente de la funi�on

χ omo ∂χ/∂xα, al rotaional de el vetor a omo ǫαβγ∂aα/∂xβ, et.

El teorema de Gauss se puede apliar a ualquier tensor de rango 1 (un vetor), o a

ualquier otro tensor de rango mayor

	

∫
Fαβdaα =

∫
∂Fα

∂xα
dV , (7.9)

en donde Fαβ es un tensor de rango 2, daα es la α{omponente del elemento de �area errada

que envuelve al volumen V .

De la misma manera, el teorema de Stokes

†
puede esribirse omo

	

∫
Fαβdlα =

∫
∂Fαβ

∂xγ
ǫαγηdaη (7.10)

donde dlα es un elemento de l��nea y el �area a la ual el elemento daα pertenee es ualquiera

que tenga omo frontera a la urva por la ual la integral de la dereha es tomada.

Tarea 1

Utilizando notai�on de Einstein, demuestra las siguientes identidades vetoriales.

(i) ∇ � (∇∧ a) = 0

(ii) ∇ � (a∧ b) = b � (∇∧ a) − a � (∇∧ b)

†
El teorema de Stokes es uno de los teoremas entrales de la geometr��a diferenial. Stokes era Profesor

Luasiano de Matem�atias en el departamento de matem�atias de la Universidad de Cambridge e investiga-

dor en el Laboratorio de f��sia (mejor onoido omo el Laboratorio Cavendish) de la misma Universidad.

El teorema de Stokes aparei�o por primera vez impreso en uno de los ex�amenes de matem�atias tomado por

Maxwell. Evidentemente, esto fue de gran importania para el desarrollo de la teor��a del eletromagnetismo.

La demostrai�on expl��ita m�as antigua que se onoe paree ser aquella que en una arta Thomson mand�o

a Stokes en Julio 2 de 1850.
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(iii) ∇(a �b) = a �∇b+ b �∇a+ a∧∇∧ b+ b∧∇∧ a

(iv) ∇∧ (a∧ b) = (b �∇)a+ a∇ �b − (a �∇)b− b∇ �a

De esto se sigue que

∇∧ (∇ ∧ a) = ∇(∇ �a) −∇2a.

Es urioso notar la similitud de esta relai�on on la famosa relai�on vetorial

a∧ (b∧ c) = b(a � c) − c(a �b)

De hoy en adelante, no hay pretexto para no utilizar la notai�on de Einstein en todas

tus matem�atias. <Aprov�ehala!

§8. Principio de relatividad

La desripi�on de los fen�omenos en la naturaleza se lleva a abo mediante el uso de

los llamados Sistemas de Referenia . Un sistema de referenia es un sistema oordenado

mediante el ual se miden posiiones en el espaio. Este sistema posee relojes �jos en ada

punto del espaio, los uales indian el tiempo. De todos los sistemas de referenia, uno

de los utilizados on m�as freuenia es el denominado Sistema de Refenia Inerial . Un

sistema de referenia inerial es aquel sobre el ual un uerpo que se mueve libremente

(es deir, que no hay fuerzas externas que at�uen sobre el) se desplaza on veloidad

onstante. Vulgarmente se die que un sistema de este tipo es aquel sobre el ual todos los

aeler�ometros en ualquier direi�on maran ero.

Si dos sistemas de referenia se mueven on veloidad onstante uno on respeto a otro

y el primero es un sistema de referenia inerial, es obvio que el segundo es tambi�en un

sistema de referenia inerial. Por lo tanto, existen tantos sistemas de referenia ineriales

omo se desee y adem�as, todos se mueven on veloidad uniforme entre s��.

Distintos experimentos y observaiones en la naturaleza muestran que el llamado prin-

ipio

†
de relatividad es valido. Este prinipio die que todas las leyes de la naturaleza

son id�entias en todos los sistemas de refenia ineriales. Evidentemente esto implia que

†
Reuerda que en f��sia nuestros axiomas se llaman prinipios y son los fundamentos b�asios de una

teor��a. De estos mismos pueden deduirse matem�atiamente las leyes que se observan en distintos expe-

rimentos. Ejemplos de prinipios son: el prinipio de relatividad en me�ania, el prinipio de Pasal en

hidrodin�amia y el prinipio de inertidumbre en me�ania u�antia.
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todas las euaiones de la naturaleza tienen la misma forma en todos los sistemas de refen-

ia ineriales. Diho de otra manera, las euaiones de la naturaleza son invariantes on

respeto a transformaiones de oordenadas y tiempo de un sistema de refenia inerial a

otro.

Las interaiones en me�ania l�asia se llevan a abo instant�aneamente mediante el

uso de un potenial que no depende del tiempo. El ejemplo m�as l�asio de este tipo es la

ley de Newton de gravitai�on universal. Cuando una masa se mueve, instant�aneamente la

informai�on es transmitida a todo el espaio, modi�ando el potenial gravitaional.

Diversos experimentos en la naturaleza muestran que la transmisi�on de informai�on

no se lleva a abo de manera instant�anea. De heho, �esta se transmite en un intervalo

de tiempo �nito. La distania que reorre la transmisi�on de informai�on dividida por el

tiempo que toma esta informai�on en transmitirse se denomina la veloidad de transmisi�on

de la informai�on informai�on. Evidentemente, esta veloidad debe ser muy r�apida de lo

ontrario lo notar��amos en nuestras atividades otidianas. A�un m�as, esta veloidad debe

ser la m�axima veloidad de propagai�on de informai�on. Es obvio que no puede existir

movimiento alguno m�as r�apido que esta veloidad m�axima de propagai�on de informai�on.

Si as�� fuera, imagina a dos autos movi�endose en direiones opuestas. La se~nal de que

el primer auto sale en direi�on haia el segundo auto se transmitir��a m�as lento que lo

que tarda en ourrir la olisi�on entre ambos autom�oviles. Todos nuestros experimentos

muestran que esto no es posible.

En f��sia se denomina se~nal al ato de mandar informai�on entre dos part��ulas. De

esta manera es apropiado hablar de la veloidad de propagai�on de se~nales re�ri�endonos a

la veloidad de propagai�on de informai�on.

Del prinipio de relatividad se sigue que la veloidad de propagai�on de se~nales es la

misma para todos los sistemas de refenia ineriales. De ahora en adelante denominaremos

esta veloidad por c. Experimentalmente, esta veloidad c tiene un valor

c ∼ 3× 10

8

m/s, (8.1)

que orresponde a la veloidad de propagai�on de la luz en el va��o. El heho de que la

magnitud de esta veloidad sea grande on respeto a las veloidades a las que estamos

aostumbrados, implia que la me�ania Newtoniana es una buena desripi�on del mundo
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que nos rodea.

Se denomina prinipio de relatividad de Einstein al prinipio de relatividad ombi-

nado on el heho de que la veloidad de propagai�on de se~nales {la veloidad de la luz{

es �nita

†
.

Evidentemente, uando las veloidades de los uerpos en uesti�on son muho menores

que la veloidad de la luz, puede despreiarse el heho de que c es �nita y ponerla omo

in�nito. Formalmente esto signi�a que para pasar de me�ania relativista a me�ania

Newtoniana basta on haer tender la veloidad de la luz c a in�nito.

§9. Relatividad del tiempo

En la me�ania no{relativista la distania entre dos eventos , (un evento es un onjunto

de oordenadas y tiempo utilizado para desribir donde y a que hora ourre ierto fen�omeno

f��sio) es relativa. Por ejemplo, imagina dos eventos que ourren de manera no simultanea

en un lugar del espaio o a una distania �ja de ada uno. Estos mismos s�olo tienen sentido

si se espei�an on respeto a un sistema de referenia.

A manera de ejempli�ar esto, piensa en un guardia que se enuentra en la puerta de el

palaio naional en el z�oalo de la Ciudad de M�exio. A las 10:00am �el observa un hoque

entre dos mirob�uses y omo un taxista justamente se salva de la olisi�on. M�as tarde, a las

10:15am el mismo guardia observa omo una marha se aera haia las puertas del palaio

naional proveniente de la alle Franiso I. Madero. En este instante, el taxista que libro

el hoque se enuentra ya en el

�

Angel de la Independenia en Reforma. Para el guardia

presidenial, ambos eventos ourrieron en un punto �jo desde su origen de oordenadas.

Sin embargo, para el taxista on respeto a su origen, la distania al primer evento fue

nula, pero la segunda tiene unos uantos kil�ometros de distania. Esta relatividad de la

distania en me�ania no{relativista tiene que ser heredada en me�ania relativista.

Cuando hablamos de intervalos de tiempo en me�ania no{relativista, los asumimos

siempre omo absolutos. En otras palabras, existe un s�olo tiempo para todos los sistemas

de referenia ineriales. Si esto fuera ierto en me�ania relativista, entones utilizando

la ley de adii�on de veloidades que est�a basada utilizando el heho de que el tiempo

†
El prinipio de relatividad de Galileo es el prinipio de relatividad m�as la suposii�on que la veloidad

de la luz es in�nita.
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es absoluto, nos dir��a que la veloidad de la luz ser��a diferente en distintos sistemas de

referenia inerial. Evidentemente esto est�a en ontradii�on on el prinipio de relatividad

de Einstein. La prueba experimental de este fen�omeno se debe a Mihelson y Morley en

1887. Este experimento on�rmo que la veloidad de la luz on respeto a la rotai�on de

la tierra era la misma, sin importar si se med��a en direi�on de la rotai�on de la tierra o en

sentido ontrario. El experimento de Mihelson{Morley arroja uno de los resultados mas

importantes que se han generado en toda la historia de la f��sia.

De esta manera hemos probado que el prinipio de relatividad de Einstein implia

que el tiempo es relativo. Diho de otra manera, el tiempo elapsa de manera distinta en

distintos sistemas de referenia.

A manera de visualizar �este ambio tan dr�astio, imagina un observador �jo en el and�en

del metro. Dentro de un vag�on del metro asualmente se enuentra un vendedor ambulante

justo a la mitad del mismo. El vendedor ofree lamparas para leer. En un momento dado,

este individuo eniende una de sus l�amparas para mostrar al p�ublio usuario la utilidad

de la misma. Los rayos de luz llegan a los extremos del vag�on de manera simultanea on

respeto a la gente que est�a dentro del vag�on. Sin embargo, para el observador en el and�en

del metro esta simultaneidad de eventos no es ierta. Esto se debe a que la parte trasera

del metro se mueve haia el haz de luz que sale del objeto y la parte delantera se aleja de

este misma on respeto a la posii�on del vendedor. As�� pues, el observador en el and�en ve

llegar primero el haz de luz a la parte trasera del vag�on y luego a la parte delantera.

El prinipio de relatividad de Einstein ambia de manera dr�astia nuestra onepi�on

del mundo. Nuestro onoimiento err�oneo se debe a que vivimos en un mundo donde las

veloidades de movimiento de los distintos objetos que nos rodean es muho menor que la

m�axima veloidad de la transmisi�on de se~nales.

Sin embargo, hoy en d��a la astrof��sia nos provee de laboratorios naturales mediante los

uales estos fen�omenos pueden ser visibles. A manera de ejemplo, analiemos los llamados

movimientos superlum��nios en astrof��sia. Estos son movimientos observados en el ielo

que pareen ser m�as veloes que la veloidad de la luz en el va��o.

†
Imagina una galaxia

†
Los movimientos superlum��nios en astrof��sia fueron matem�atiamente estableidos por Martin Rees

en el Instituto de Astronom��a de la Universidad de Cambridge en los 1960's. Distintas observaiones m�as

tarde mostraron su veraidad en uasares. Estos movimientos fueron observados tambi�en en objetos de ta-

ma~no gal�atio en nuestra galaxia (miro{uasares) por Luis Felipe Rodriguez en el Instituto de Astronom��a

de la Universidad Naional Aut�onoma de M�exio y sus olaboradores en la d�eada de los 1990's.
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el��ptia uyo n�uleo es apaz de lanzar dos pares de horros o jets de gas en direiones

antiparalelas. La longitud de estos jets var��a dependiendo del objeto que se observe, pero

llegan a medir hasta unos uantos millones de parses. Esto es inmenso omparado on el

tama~no t��pio de una galaxia el��ptia que es de unos uantos kiloparses. El material (gas)

en estos jets se mueve a veloidades eranas a la veloidad de la luz (∼ 0.99c). A este

tipo de objetos se les onoe omo radiogalaxias o uas�ares y resultan ser los objetos m�as

energ�etios del universo. En oasiones a trav�es del jet se puede ver manhas (om�unmente

identi�adas on ondas de hoque energ�etias) que se mueven a lo largo del mismo. En la

tierra lo que se observa es el n�uleo �jo de la galaxia y una onda de hoque que se aleja

del n�uleo a trav�es del jet. En este modelo, llamado el modelo est�andar de dos fuentes

para movimientos superlum��nias se observan dos fuentes de radiai�on: la fuente entral

(el n�uleo ativo de la galaxia) y una manha (la onda de hoque). El jet hae un �angulo

peque~no θ on respeto a la l��nea de visi�on del observador (Figura II.1).

Plano del

θ

estática
Fuente

d

x

s

Observador

de luz

en movimiento
Mancha

Señales

cielo

PSfrag replaements

vt sin θ

Figura II.1: Representai�on pit�oria del modelo superlum��nio de dos fuentes. El entro

de la fuente se enuentra en reposo y la manha que se expande hae un �angulo θ on

respeto a la l��nea de visi�on del observador. Las se~nales de luz son emitidas por la manha

mientras �esta se mueve haia el observador en la tierra.

Existen varias formas de resolver este problema, pero la m�as bonita es mediante dia-

gramas espaio{tiempo de Minkowski . Como reordar�as, �estos son diagramas espaio{

tiempo en los uales el eje horizontal representa las posiiones y el vertial identi�a al

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



56 II RELATIVIDAD ESPECIAL

tiempo t multipliado por la veloidad de la luz c. De esta manera el problema es mera-

mente geom�etrio. La Figura II.2 muestra el diagrama espaio{tiempo de esta situai�on.

B

x=d xA

C

D

Señales de luz Línea de universo
del observador

PSfrag replaements

vt os θ

t=t2

t1=0

t ′2

t ′1

ct ct ′

Figura II.2: Diagrama espaio{tiempo de Minkowski de el modelo de dos fuentes para

movimientos superlum��nios. La l��nea de universo de la manha en movimiento es re-

presentada por el segmento de l��nea AB Las se~nales de luz emitidas por la manha en el

punto A y B son observadas en la tierra en los puntos C y D respetivamente.

Tarea 2

De la Figura II.2 y utilizando la euai�on que desribe al segmento AC se obtiene que en

la l��nea de universo (i.e. la trayetoria de una part��ula dibujada en el espaio{tiempo) del

observador (es deir, uando x = d en el punto C) t ′1 = d/c.

(i) De la misma �gura alula la euai�on de la l��nea BD y obt�en el valor del tiempo t ′2

en la l��nea de universo del observador.
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Por otra parte, si al tiempo t1 = 0 el n�uleo emite radiai�on, esta misma ser�a observada

al tiempo t ′1 = d/c por el observador en la tierra. Si s es la distania que se ha movido la

manha en el tiempo t1 y v su veloidad, entones la radiai�on emitida por la fuente m�as

tarde en un tiempo t2 = s/v ser�a reibida en la tierra al tiempo t ′2 = t ′1 + t2 − x/c, donde

x es la distania s proyetada a lo largo de la l��nea de visi�on del observador. El intervalo

de tiempo que toma la manha en reorrer esta distania es

∆t
em

= t2 − t1 = t2, (9.1)

y el tiempo observado en la tierra es

∆t
obs

= t ′2 − t ′1. (9.2)

(ii) Sustituye las euaiones (9.1)-(9.2) en la relai�on que enontraste arriba para t ′2 y

enuentra la relai�on entre ∆t
obs

, ∆t
em

, v , y θ.

Los astr�onomos de�nen la veloidad observada v

obs

omo el oiente entre la distania

proyetada en el plano del ielo por la manha ∆t
em

v sin θ entre el intervalo de tiempo

medido en la tierra que tard�o la manha en ruzar diha distania. Sustituye esto en la

f�ormula previa y enuentra entones una relai�on entre v

obs

, v , y θ.

(iii) Disute omo la veloidad observada puede llegar a tener un valor m�as alto que la

veloidad de la luz en el va��o. >Por qu�e? >Donde est�a el error? >Qu�e debe haerse

para orregir las observaiones?

(iv) Muestra que la veloidad de expansi�on aparente v

obs

tiene un m�aximo para θ =

aros(v/c) on un valor de v

obs

= γv , donde γ =
»
{1− (v/c}2) es el Fator de

Lorentz. Prueba que para este aso m�aximo, la veloidad aparente exede a la de

la luz uando la veloidad de la manha es tal que v > c/
√
2.

(v) Finalmente muestra para que intervalos del �angulo θ pueden ser observados movi-

mientos superlum��nios en la tierra y dibuja un diagrama de θ vs v (quiz�as sea m�as

onveniente utilizar no diretamente θ y v pero s�� una funi�on de los mismos. . . )

que muestre pit�oriamente este resultado.
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§10. Intervalos

Un evento en el espaio{tiempo est�a representado por las oordenadas (ct, x, y, z) de

un espaio de uatro dimensiones donde t es el tiempo y c la veloidad de la luz. En otras

palabras, un evento es un punto en este espaio de uatro dimensiones que representa el

tiempo y el lugar donde ourri�o algo. Este espaio de uatro dimensiones es �tiio, pero

resultar�a de gran utilidad en el estudio de la relatividad omo pronto te dar�as uenta. Los

puntos de este espaio o los eventos se denominan puntos de universo. Una l��nea en este

espaio se denomina l��nea de universo. Por ejemplo, en el espaio{tiempo de Minkowski,

un objeto en reposo traza una l��nea vertial (solamente el tiempo avanza y el objeto no se

mueve).

La manera matem�atia de representar la invariania de la veloidad de la luz en todos

los sistemas de referenia ineriales es la siguiente. Consideremos dos eventos que ourren

en dos sistemas de refenia ineriales, K y K'. Supongamos que en el sistema K se env��a una

se~nal de luz. Esta se~nal sale del punto (x1, y1, z1) al tiempo t1. A un tiempo posterior t2 la

se~nal arriba al punto x2, y2, z2. De esta manera, podemos esribir la relai�on matem�atia

entre ambos eventos

c2(t2 − t1)
2 − (x1 − x2)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2 = 0. (10.1)

De esta manera el signo de la m�etria es esogido omo (+, −, −, −)†. En el sistema

de referenia K' la se~nal de luz sale del punto (x ′
1, y ′

1, z ′1) al tiempo t ′1. Esta se~nal arriba

al punto (x ′
2, y ′

2, z ′2) uando el reloj de este punto mara t ′2. De esta manera, la relai�on

entre los eventos de salida y llegada del haz de luz en el sistema K' est�an relaionados por

c2(t ′2 − t ′1)
2 − (x ′

1 − x ′
2)

2 − (y ′
2 − y ′

1)
2 − (z ′2 − z ′1)

2 = 0. (10.2)

De las euaiones (10.2)-(10.1) es lara la similitud matem�atia que existe entre los

intervalos de uno y otro sistema de referenia. Esribamos ∆t := t2 − t1 y ∆l2 = (x2 −

†
Evidentemente es lo mismo utilizar una notai�on en la ual el signo de la m�etria sea (−, +, +, +).

A la feha, no existe un onsenso entre los f��sios sobre que signo de la m�etria utilizar (>Habr�a que llamar

a una reuni�on de est�andares internaionales?). En este urso utilizaremos (+, −, −, −), pero la literatura

var��a on respeto a esto. Lo que importa es que tu sepas que hay diferenias de notai�on y que tu esojas

una para tu vida y te adhieras a la misma, pero debe de quedarte laro que la f��sia en ambas, y todos los

resultados que se obtengan son los mismos.
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x1)
2+(y2−y1)

2+(z2−z1)
2
. Se de�ne el intervalo ∆s omo un pedaito de espaio{tiempo

tal que

(∆s)2 = c
2(∆t)2 − (∆l)2. (10.3)

En el l��mite en el que los intervalos de tiempo y distania son in�nitesimalmente peque~nos,

la euai�on (10.3) toma la forma diferenial

ds2 = c
2(dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 = c

2(dt)2 − (dl)2. (10.4)

En el sistema de referenia inerial K', se de�ne de manera an�aloga ds ′. La forma de la

euai�on (10.4) tiene toda la forma de un elemento de distania (a pesar de que apareen

unos uantos signos negativos en la misma). Por esta raz�on, podemos onsiderar al intervalo

omo un pedaito de un espaio de uatro dimensiones, que se denomina om�unmente omo

espaio{tiempo. De heho, la euai�on (10.4) muestra matem�atiamente que el espaio y

el tiempo est�an amalgamados en el mundo f��sio que nos rodea. En otras palabras no debe

haber distini�on alguna entre ambos oneptos

†
.

Debido a que las antidades ds y ds ′ son difereniales de primer orden y omo la

ondii�on ds = 0 implia que ds ′ = 0, neesariamente ds = ads ′, donde a es una funi�on.

Esta �ultima funi�on no depende de las oordenadas, ni del tiempo pues esto signi�ar��a que

diferentes tiempos y diferentes posiiones en el espaio no son equivalentes, en ontradii�on

on la isotrop��a y homogeneidad del espaio y del tiempo. Tampoo debe depender de la

direi�on de la veloidad, de lo ontrario se viola la isotrop��a del espaio. Por lo tanto se

tiene que ds = a(v)ds ′.

Consideremos ahora tres sistemas de referenia ineriales K1, K2 y K3. El sistema K2 se

†
Sin embargo, el heho de que se haya amalgamado el espaio y el tiempo matem�atiamente no quiere

deir que el espaio y el tiempo sean equivalentes de manera f��sia. De heho, la marada diferenia entre

el espaio y el tiempo es lara. El espaio es tal que uno tiene libertad de movimiento haia la dereha o

izquierda, arriba o abajo, adelante o atr�as. En otras palabras, uno tiene libertad de movimiento en ualquier

direi�on espaial. En el aso del tiempo no suede as��. La eha del tiempo solamente apunta haia una

direi�on: el futuro (o lo que es lo mismo, haia donde ree la entrop��a de un sistema. Como veremos

m�as adelante, al estudiar agujeros negros, resulta que existen oasiones en las uales uno puede moverse

en direiones arbitrarias en el tiempo (haia el pasado o haia el futuro) y justo en estos lugares no existe

la arbitrariedad de movimiento en el espaio. En otras palabras, resulta que el espaio se omporta en

oasiones omo el tiempo y el tiempo omo el espaio. Es por esta raz�on que el espaio y el tiempo son

equivalentes, no solamente matem�atiamente, omo lo muestra la euai�on (10.4) sino f��siamente hablando.
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mueve on veloidad v1 2 on respeto al sistema K1. El sistema K3 se mueve on veloidad

v1 3 on respeto a K1 y on veloidad v2 3 on respeto a K2. De esta manera se obtiene la

relai�on matem�atia siguiente entre estos sistemas de referenia

ds1 = a(v1 2)ds2, ds1 = a(v1 3)ds3, ds2 = a(v2 3)ds3.

De aqu�� que

a(v1 3)

a(v2 3)
= a(v1 2). (10.5)

Ahora bien, debido a que la veloidad v2 3 es una funi�on que depende no solamente de la

magnitud de las veloidades v1 2 y v1 3, sino que tambi�en depende del �angulo entre �estas,

entones debido a que este �angulo no aparee en el lado izquierdo de la euai�on (10.5) se

tiene que neesariamente a(v) es una onstante uyo valor es la unidad de auerdo a la

misma euai�on.

Con esto, hemos mostrado el resultado importante de que los intervalos ds y ds ′ medi-

dos en dos sistemas de referenia K y K' respetivamente, y que se mueven on una ierta

veloidad relativa entre s��, satisfaen la relai�on

ds = ds ′. (10.6)

Diho de otro modo, el intervalo es un invariante a transformaiones entre sistemas de

referenia ineriales: s = s ′.

Tomemos ahora dos sistemas de referenia K y K' y onsideremos dos eventos en el

sistema K desritos por (ct1, r1) y (ct2, r2). En el sistema K' que se mueve on veloidad

v on respeto a K, estos mismos eventos est�an desritos por (ct ′1, r
′
1) y (ct ′2, r

′
2) respeti-

vamente. De esta manera los intervalos entre el evento 1 y el evento 2 en los sistemas K y

K' pueden esribirse respetivamente omo

∆s2 = c
2∆t2 − ∆l2,

∆s ′2 = c
2∆t ′2 − ∆l ′2,
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y debido a la invariania del intervalo

c
2∆t2 − ∆l2 = c

2∆t ′2 − ∆l ′2.

Veamos ahora si existe la posibilidad de enontrar un sistema de referenia K' tal que

los dos eventos en K ourran a distintos tiempos y a una misma posii�on en K'. En otras

palabras, se requiere que ∆l ′ = 0, por lo tanto

∆s2 = c
2∆t2 − ∆l2 = c

2∆t ′2 > 0. (10.7)

Esto signi�a que un sistema de referenia on esta propiedad umple on el heho de que el

intervalo es un n�umero real. Los intervalos reales se denominan omo{tiempo. Dos eventos

que ourren en un mismo uerpo son siempre omo{tiempo debido a que la distania que

se mueve el objeto entre el primer y segundo evento no puede ser mayor a c∆t, y por lo

tanto ∆l < c∆t.

Busquemos ahora un sistema de referenia K' de tal forma que los eventos 1 y 2 que

ourren en K se lleven aabo en posiiones diferentes, pero a un mismo tiempo en K'. En

otras palabras, busquemos K' tal que ∆t ′ = 0, on lo ual

∆s2 = c
2∆t2 −∆l2 = ∆l ′2 < 0. (10.8)

Un sistema de referenia on esta propiedad tiene la propiedad de que el intervalo es un

n�umero imaginario. Los intervalos imaginarios se denominan omo{espaio

†
.

La divisi�on del espaio{tiempo en intervalos omo{tiempo y omo{espaio es muy

importante en la f��sia, sobre todo porque esta propiedad es un invariante relativista (es

deir, preserva su arater��stia en distintos sistemas de refenia). Por ejemplo, un intervalo

que es omo{tiempo en un sistema de refenia inerial, ser�a omo{tiempo en otro sistema

de refenia inerial. Adem�as en los intervalos omo{tiempo dos eventos que ourrieron uno

despu�es del otro son ausales. Es deir, no existe un sistema de referenia en el ual el primer

evento ourra despu�es que el segundo. Por esta raz�on es posible de�nir el pasado absoluto y

el futuro absoluto de un evento omo{tiempo. La Figura II.3 muestra esta situai�on para un

†
Nota que si la m�etria hubiese sido esogida omo (−,+,+,+) entones los intervalos omo{espaio

ser��an reales y los omo{tiempo ser��an imaginarios.
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evento en el origen. Las l��neas a 45

◦
representan l��neas de universo de fotones. Dibujado en

sus uatro dimensiones, estas l��neas se onvierten en un ono, denominado freuentemente

omo el ono de luz . Dentro de este ono, todos los eventos son omo{tiempo y se re�eren

a movimientos por debajo de la veloidad de la luz (movimientos permitidos). Fuera del

mismo, los eventos son omo{espaio y orresponden a movimientos de part��ulas que

viajan m�as r�apido que la luz. Estos �ultimos movimientos no tienen sentido f��siamente

hablando y por lo tanto esta zona es una zona no permitida. Todos los eventos dentro del

ono de luz que se enuentran por arriba del origen orresponden al futuro absoluto del

evento en el origen y los debajo del origen son su pasado absoluto. Nota que la ausalidad

es posible de violar si un intervalo es omo{espaio. Esto signi�a que en un intervalo

omo{espaio es posible haer que un evento A ourra antes que otro B, al ontrario de lo

que suede en otro sistema de referenia, en donde el evento B es ahora anterior a A. De

aqu�� se sigue inmediatamente que al viajar mas r�apido que la veloidad de la luz es posible

viajar al pasado.

§11. Tiempo propio

Consideremos un sistema de referenia inerial K, en el ual se instalan relojes sinroni-

zados

†
. Un reloj que se enuentra en otro sistema de referenia K' se mueve on veloidad

v on respeto al sistema K. En el sistema K se mide un in�nitesimal de tiempo dt en el

ual el reloj en movimiento avanza una distania dl =
»
(dx2 + dy2 + dz2). El intervalo de

tiempo dt ′ que mara el reloj en movimiento orrespondiente es tal que dl ′ = 0. Con esto

y utilizando el heho de que el intervalo es un invariante relativista, entones

ds2 = c
2
dt2 − dl2 = ds ′

2
= c

2
dt ′

2
.

†
Aunque ya te debe haber quedado laro, m�as vale dejarlo diho. La manera de sinronizar relojes en un

sistema de refenia inerial es la siguiente. Instalemos relojes en todos los puntos del espaio referidos a este

sistema. Esojamos un reloj base, digamos un reloj que se enuentra en el origen de oordenadas. Cuando

el reloj mara las 0hrs (por ejemplo), un haz de luz es disparado en todas las direiones del espaio. A la

distania r del origen de oordinadas, justo uando llega la se~nal de luz, todos los relojes deben marar las

0hrs tambi�en. Haiendo esto para todos los relojes que se enuentran en ada punto del espaio se logra

sinronizar a todos los relojes en un sistema de refenia inerial.
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Distancia

Cono de Luz
del futuro

ct

del pasado

Cono de Luz

Figura II.3: Un evento (el origen) en el diagrama de Minkowski es atravesado por las

l��neas de universo de la luz. Estas l��neas forman un ono uando se toman las 4 dimen-

siones (un ono en 4 dimensiones). Los eventos dentro del ono de luz son omo{tiempo

(eventos f��siamente permitidos) y los de fuera del ono son eventos omo{espaio (eventos

f��siamente prohibidos).

De aqu�� que

dt ′ = dt

 
1−

dl2

c2dt2
.
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Pero omo dl2/dt2 = v

2
entones

dτ := dt ′ = ds/c = dt
»
1− v

2/c2. (11.1)

Integrando esta euai�on se obtiene la relai�on que existe entre la diferenia de tiempos

(t2 − t1) medidos en K y la diferenia de tiempos (t ′2 − t ′1) orrespondientes en K'

τ2 − τ1 = t ′2 − t ′1 =

∫ t2

t1

dt
»
1− v

2/c2. (11.2)

El tiempo ∆τ = τ2−τ1 medido por un reloj en movimiento on respeto a varios relojes

en reposo en un sistema de refenia inerial se denomina tiempo propio. Es laro de la

euai�on (11.2) que el tiempo propio es menor al tiempo orrespondiente observado en

el sistema K. Diho de otro modo, un reloj en movimiento amina m�as lento que varios

relojes en reposo que se enuentran en un sistema de referenia inerial dado.

La situai�on vista desde el sistema de referenia K' no es la misma. Para esto, mont�emo-

nos en el sistema de referenia K', donde �uniamente se enuentra un reloj, el ual est�a

siendo omparado on diferentes relojes oloados en K. Es laro que la situai�on no es

sim�etria y por lo tanto un observador en K' no ver��a que los relojes en K aminan m�as

lento on respeto a �el. Por ejemplo, supongamos que el metro de la iudad de M�exio viaja

a una veloidad onstante de 0.5c entre la estai�on Universidad y la estai�on Indios Verdes.

Consideremos que los relojes en los andenes de estas estaiones han sido sinronizados. Un

pasajero sinroniza su reloj en la estai�on Universidad antes de subirse al metro. Al llegar

a la estai�on Indios Verdes el pasajero notar�a que en efeto, su reloj se enuentra atrasado

on respeto al reloj de la estai�on Indios verdes.

El problema llega justamente uando la omparai�on de los relojes se hae on un mismo

reloj. Por ejemplo, si el reloj en movimiento realiza una trayetoria errada, entones la

omparai�on ser��a entre dos relojes solamente (es omo ir en la l��nea 3 del metro, saliendo de

Universidad, llegar a Indios Verdes y regresar a Universidad). En este aso, la omparai�on

se realiza entre dos relojes �uniamente: el reloj en movimiento y un s�olo reloj en K. En

otras palabras, podr��a reerse que el reloj en movimiento amin�o m�as lento que el que est�a

en reposo sobre K. Pero desde el punto de vista del sistema K' es el reloj en K quien se

mueve y por lo tanto podr��a deirse que el reloj en K amin�o m�as lento que el de K'. Sin
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embargo, resulta que el movimiento en una trayetoria errada no se lleva aabo en un

sistema de refenia inerial. Movimiento urvil��neo implia que el sistema de refenia es

no{inerial. Como veremos m�as adelante, en la parte de relatividad general, los relojes que

se enuentran en sistemas de referenia no{ineriales aminan m�as lento al ompararlos on

relojes �jos en un sistema de refenia inerial. De esta manera por ejemplo, si se enuentran

dos gemelos en la tierra y uno de ellos hae un viaje a veloidades eranas a las de la luz

para visitar la estrella m�as erana (Pr�oxima Centauri), uando regrese a la tierra, esta

persona se ver�a m�as joven que su hermano gemelo. La ontradii�on aparente que surge de

este problema fue muy famosa en la historia de la f��sia y se le onoe omo la paradoja

de los gemelos .

De la euai�on (11.1) se sigue de manera general que el intervalo de tiempo medido por

un reloj en movimiento y tomado entre dos puntos a y b del uatro{espaio (es deir, a lo

largo de la l��nea de universo del reloj en movimiento) est�a dado por

1

c

∫b

a

ds. (11.3)

Si el reloj est�a en reposo, entones la l��nea de universo es una l��nea paralela al eje t. Si

el reloj est�a en movimiento, entones esta l��nea de universo es una urva on extremos a

y b. Adem�as omo vimos, el intervalo de tiempo le��do por un reloj en reposo es mayor

que el intervalo de tiempo de un reloj en movimiento. En otras palabras, la integral (11.3)

posee un valor m�aximo si se toma a lo largo de una trayetoria donde el reloj est�a en

reposo (una l��nea paralela al eje t on puntos iniial a y �nal b). Cualquier otra trayetoria

que tenga omo punto iniial a y �nal b resultar�a en un valor inferior para la integral

†
.

Evidentemente esto no es as�� en el espaio Eulidiano de tres dimensiones. De heho, una

trayetoria retil��nea orresponde a un m��nimo (reuerda que la distania entre dos puntos

a y b se de�ne omo el m��nimo de todas las posibles trayetorias para onetar a a y b).

El ar�ater de m�aximo para el uatro{espaio de Minkowski es debido a que el intervalo

tiene signos positivos y negativos en vez de positivos omo suede en el aso Eulidiano.

†
En oasiones es bueno matar mosas on bombas nuleares, as�� es que hagamos la demostrai�on de

esto matem�atiamente. La integral (11.3) puede esribirse omo

∫b

a
Ldt donde la funi�on L := (1/c) ds/dt =

(1/c)
(

c
2
dt2 − dl2

)1/2
/dt =

(

1− v

2/c2
)1/2

representa el Lagrangiano. Utilizando las euaiones de Euler{

Lagrange ((d/dt)(∂L/∂v ) = ∂L/∂t) se obtiene que los extremos del funional L orresponden a v = c o

v = 0. Claramente, el aso en el que la veloidad es igual a la veloidad de la luz orresponde a un m��nimo,

pues en ese aso

∫b

a
ds = 0. El m�aximo v = 0 orresponde a una l��nea paralela al eje t.
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§12. Transformación de Lorentz

En me�ania no{relativista, la f�ormula de transformai�on de un sistema de referenia

inerial a otro se efet�ua mediante la transformai�on de Galileo. Si el origen del tiempo se

esoge justo uando los or��genes de ambos sistemas, K y K' oiniden, esta transformai�on

est�a dada por

r = r ′ + vt, t = t ′ (12.1)

donde t es el tiempo, r el vetor posii�on y v la veloidad del sistema K' on respeto

al sistema K. Las antidades no primadas y las primadas se re�eren a los sistemas de

referenia K y K' respetivamente. Esta transformai�on no sirve en me�ania relativista

pues no deja invariante al intervalo, adem�as de que la suposii�on t = t ′ viola el prinipio

de relatividad de Einstein (f. sei�on §9).

Busquemos entones una transformai�on de tal manera que el intervalo sea una anti-

dad invariante. Como ds puede verse omo la distania entre dos eventos en el el uatro{

espaio, entones sabemos que las transformaiones que dejan invariante a la distania son

traslaiones y rotaiones. Sin embargo, las traslaiones no son de inter�es pues orresponden

preisamente a un reesalamiento del origen de oordenadas y de tiempo. Busquemos en-

tones una rotai�on en este espaio de uatro dimensiones. Por un momento (y solamente

en esta oasi�on) esribamos al intervalo omo ds2 = c
2
dt2 + dλ2 en donde hemos esrito

λ2 = −l2. De esta manera, el espaio de Minkowski \puede" verse omo un espaio euli-

diano. Las rotaiones base que pueden haerse en un espaio de uatro dimensiones son

rotaiones en los planos xy, zy, xz, tx, ty y tz. Cualquier otra rotai�on puede desompo-

nerse en omposiiones de estas seis. Las primeras tres rotaiones orresponden a rotaiones

puramente espaiales y no son de inter�es para nosotros (pues no habr��a transformai�on del

tiempo).

Por simpliidad, supongamos que el sistema K' se est�a moviendo sobre el eje x on una

veloidad v on respeto a K. De esta manera, la transformai�on que estamos busando

debe ser una rotai�on que involura al tiempo t y a la oordenada x en ambos sistemas

de referenia (rotai�on en el plano xy). Por lo tanto, para transformar del sistema K al

sistema K' se tiene que efetuar la siguiente operai�on (rotai�on) entre las oordenadas ct
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y χ = ix (on i2 = −1)

Ñ
ct

χ

é
=

Ñ
osα sinα

− sinα osα

éÑ
ct ′

χ ′

é
,

en donde α es el �angulo de rotai�on. Esribiendo χ = ix y χ ′ = ix ′
se obtiene que

Ñ
ct

x

é
=

Ñ
oshΨ sinhΨ

sinhΨ oshΨ

éÑ
ct ′

x ′

é
, (12.2)

en donde Ψ = −iα. La transformai�on (12.2) es la transformai�on busada. Representa

la \rotai�on" en el plano xt del espaio pseudo{eulidiano de uatro dimensiones de Min-

kowski. Como el origen del sistema K' se mueve on veloidad v on respeto a K, entones

sustituyendo x ′ = 0, la euai�on (12.2) implia que x = ct ′ sinhΨ y ct = ct ′ oshΨ. Di-

vidiendo estas euaiones y utilizando el heho de que v = x/t se obtiene entones que

tanhΨ = v/c. De aqu�� se sigue que sinhΨ = γv/c y oshΨ = γ, en donde el fator de

Lorentz γ est�a de�nido por

γ =
1»

1− v

2/c2
. (12.3)

Sustituyendo estos resultados en la euai�on (12.2) se obtiene la transformai�on bus-

ada, onoida omo la transformai�on de Lorentz

x = γ(x ′ + vt ′), y = y ′, z = z ′, t = γ(t ′ + vx ′/c2). (12.4)

La transformai�on inversa, en la ual se expresa x ′, y ′, z ′, t ′ omo funi�on de x, y, z, t

se enuentra f�ailmente ambiando v por −v debido a que el sistema K se mueve on ve-

loidad −v on respeto a K'. Nota que en el l��mite uando c → ∞ las transformaiones

de Lorentz se onvierten en las transformaiones de Galileo. En el aso en que v > c las

oordenadas x y t son imaginarias. Esto expresa matem�atiamente la imposibilidad de

movimiento a veloidades mayores que las de la luz. Adem�as uando v = c las transforma-

iones quedan indeterminadas.

Las transformaiones de Galileo umplen on la propiedad de onmutatividad. En otras

palabras, el resultado de apliar primero una transformai�on de Galileo y luego otra no
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depende del orden en el que se apliquen estas transformaiones. Esto no ourre en el aso

de las transformaiones de Lorentz. Esto se sigue del heho de que la transformai�on de

Lorentz onstituye una rotai�on en el uatro{espaio. En efeto, el resultado de apliar

dos rotaiones alrededor de ejes distintos depende del orden en el que se apliquen estas

rotaiones.

�

Uniamente uando las rotaiones se efet�uen sobre el mismo eje, entones

existe onmutatividad. Diho de otro modo, solamente uando los vetores veloidad v 1 y

v2 de las transformaiones sean paralelos entre si, existe la posibilidad de onmutai�on.

Consideremos ahora un reloj en reposo en el sistema K'. Tomemos dos eventos que

ourren en el mismo lugar en este sistema. La diferenia de tiempos entre estos eventos

est�a dada por ∆t ′ = t ′2−t ′1. Busquemos ahora el orrespondiente tiempo ∆t que se observa

en el sistema K. Utilizando las transformaiones de Lorentz (12.4), se obtiene que t1,2 =

γ(t ′1,2 + vx ′/c2). De tal forma que

∆t = t2 − t1 = γ∆t ′,

tal omo se hab��a mostrado en la euai�on (11.2): el reloj en movimiento amina m�as

lento on respeto a los relojes instalados en el sistema en reposo. Este resultado es muy

importante y se le denomina la dilai�on del tiempo.

Consideremos ahora que se quiere realizar la medii�on de una longitud de una varilla

paralela al eje x del sistema K. Si las puntas de la varilla orresponden a posiiones x1 y x2

entones la longitud de la misma en el sistema K est�a dada por ∆x = x2−x1. Determinemos

ahora las oordenadas x ′
1 y x ′

2 de las puntas de la varilla en el sistema K' para un mismo

tiempo t ′. Utilizando las transformaiones de Lorentz se obtiene que x1,2 = γ(x ′
1,2 + vt ′).

De esta manera la longitud de la varilla ∆x ′ = x ′
2 − x ′

1 en el sistema K' satisfae que

∆x = γ∆x ′
. Para una varilla, se de�ne la longitud propia

† l0 omo la longitud de la varilla

medida en un sistema de referenia en reposo. As��, omo l0 = ∆x y de�niendo l = ∆x ′
, se

obtiene que

l0 = γl. (12.5)

Por lo tanto, una varilla alanza su m�axima longitud uando se mide en el sistema propio.

†
En relatividad se utiliza el t�ermino propio uando el valor de ualquier antidad f��sia est�a referido al

lugar en el ual diha antidad se enuentra en reposo.

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



§12 TRANSFORMACIÓN DE LORENTZ 69

Este resultado se onoe omo la ontrai�on de Lorentz . Como las direiones ortogonales

a la direi�on del movimiento son invariantes de Lorentz, entones el volumen V de un

objeto se transforma mediante la siguiente f�ormula

V0 = γV , (12.6)

en donde V0 representa el volumen propio del objeto en onsiderai�on.

Busquemos ahora formulas que relaionen la veloidad de una part��ula de un sistema

de referenia inerial a otro. Para esto, onsideremos omo antes que la veloidad del

sistema K' on respeto a K es paralela al eje x y que tiene un valor ω. Supongamos que

v = vαeα es la veloidad de una part��ula en el sistema de referenia K y que v
′ = v

′
ζe

′

ζ

es el valor de esta veloidad medida en el sistema de referenia K'. Difereniando las

transformaiones de Lorentz (12.4), se obtiene que

dx = γ(ω)
Ä
dx ′ + vdt ′

ä
, dy = dy ′, dz = dz ′, dt = γ(ω)

Ä
dt ′ + vdx ′/c2

ä
,

donde γ2(w) = 1/(1 − ω2/c2). Dividiendo las primeras tres igualdades por la �ultima y

utilizando el heho de que vα = dxα/dt y v

′
α = dx ′

α/dt
′
se obtienen las f�ormulas para la

transformai�on de las veloidades de un sistema de referenia inerial K' a otro K

vx =
v

′
x +ω

1+ v

′
xω/c2

, vy =
v

′
yγ(ω)

1+ v

′
xω/c2

, vz =
v

′
zγ(ω)

1+ v

′
xω/c2

. (12.7)

Cuando c → ∞ la euai�on (12.7) tiende a vx = v

′
x + ω, vy,z = v

′
y,z y t = t ′, que

orresponde a la ley de adii�on de veloidades en me�ania no{relativista. Es laro de las

euaiones (12.7) que la suma de dos veloidades nuna exede la veloidad de la luz. El

heho de que en las f�ormulas de adii�on de veloidades, las dos veloidades vα y ω entren

de manera no sim�etria se debe a la no onmutatividad de las transformaiones de Lorentz.

Consideremos ahora una part��ula en el sistema de referenia K' la ual se mueve sobre

el plano xy (de heho esta trayetoria plana se puede esoger para ualquier movimiento

de la part��ula siempre y uando se onsidere un intervalo de tiempo su�ientemente

peque~no). En oordenadas polares, la veloidad en este sistema de referenia est�a dada por

v = v os θer+v sin θeθ en donde r y θ representan la distania al origen y el �angulo polar
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respetivamente. En el sistema K', que se mueve on veloidad ω sobre el eje x on respeto

a K, la veloidad de la part��ula se puede esribir omo v
′ = v

′
os θ ′ er ′ + v

′
sin θ ′ eθ ′

.

De esta manera, utilizando la euai�on (12.7) se obtiene la relai�on entre la direi�on de la

veloidad de un sistema de referenia a otro

tan θ =
v

′γ−1(ω) sin θ ′

v

′
os θ ′ +ω

. (12.8)

Para el aso de un haz de luz, se tiene que v = v

′ = c. En este aso se obtiene el fen�omeno

de aberrai�on de la luz que onsiste en la desviai�on que se produe en un haz de luz por

pasar de un sistema de referenia inerial a otro

†

tan θ =
γ−1(ω) sin θ ′

ω/c+ os θ ′
. (12.9)

De la euai�on (12.9) se sigue que sin θ = γ−1(ω) sin θ ′/ (1+ω os θ ′/c) y que os θ =

(os θ ′ +ω/c)/(1 + ω os θ ′/c). De esta manera para el aso en que ω ≪ c se obtiene a

primer orden en ω/c que

∆θ := θ ′ − θ ≈ sin θ− sin θ ′ = −
ω

c
sin θ ′

osθ ′ ≈ ω

c
sinθ ′. (12.10)

El �angulo ∆θ es el �angulo de aberrai�on y la euai�on (12.10) es la famosa f�ormula para la

aberrai�on de la luz en la �optia geom�etria.

§13. Cuatro–vectores

Un evento puede desribirse por el onjunto de oordenadas (ct, x, y, z). Esto puede

verse omo las omponentes de un vetor (radiovetor) en un espaio de uatro dimensiones.

Sus omponentes las denotamos por xi y omo menionamos en la sei�on §7 los ��ndies

latinos toman valores 0, 1, 2, 3. La selei�on la haremos aqu�� de la siguiente manera:

†
Es urioso que George Luas haya utilizado este heho en su serie de pel��ulas la guerra de las galaxias.

Por ejemplo uando el Hal�on Milenario (el sistema de referenia K) viaja a veloidades relativistas, se

observa lo siguiente desde la ventana del mismo. Para esta nave, son las estrellas quienes se mueven a

veloidades relativistas. Los rayos de luz provenientes de las estrellas entones se observan a un �angulo

θ ≪ 1 omo lo muestra la euai�on (12.8). Por esto, en la ventana de la nave se ve que los rayos de luz

provenientes de las estrellas se olapsan en un punto justo en el entro de la misma.
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x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z. (13.1)

De�nimos la \longitud" de este radio vetor omo

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 (13.2)

Evidentemente esta longitud no ambia on respeto a rotaiones del espaio uatro{

dimensional, partiularmente es invariante bajo transformaiones de Lorentz.

De manera general, un onjunto de uatro antidades Ai
que se transforman omo las

omponentes del radio vetor xi bajo transformaiones del espaio uatro{dimensional se

llama un uatro{vetor

†
. En otras palabras, bajo las transformaiones de Lorentz las

omponentes de este uatro{vetor se transforman omo

A0 =
A ′0 +A ′1w/c»

1−w2/c2
, A1 =

A ′1 +A ′0w/c»
1−w2/c2

, A2 = A ′2, A3 = A ′3. (13.3)

El uadrado de la magnitud de ualquier uatro{vetor Ai
se de�ne omo

(A ′0)2 − (A ′1)2 − (A ′2)2 − (A ′3)2. (13.4)

Por onvenienia, introduzamos ahora dos tipos de omponentes para los uatro{

vetores, denost�andolos por Ai
y Ai. Estas omponentes las de�nimos relaionadas unas a

otras por

A0 = A0, Aα = −Aα. (13.5)

Los uatro{vetores Ai
se llaman ontravariantes y los Ai ovariantes . Utilizando las

euaiones (13.4){(13.5) esto implia que el uadrado de un uatro{vetor puede esribirse

omo AiAi, en donde la onveni�on de suma expliita de Einstein ha sido utilizada. La

regla m�as importante a reordar on respeto a esta onveni�on es que de los pares de

†
Esto no es de sorprenderse, pues omo ya sab��as un vetor en el espaio Eulidiano de 3D es un

onjunto de tres oordenadas que al haer una rotai�on alrededor de alguno de los ejes oordenados, sus

omponentes se transforman de auerdo a la f�ormula de rotaiones.
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��ndies que se est�en sumando, uno debe ser super��ndie y el otro sub��ndie. Adem�as, omo

siempre, no deben existir nuna m�as de dos ��ndies repetidos en una euai�on matem�atia.

En ompleta analog��a on la de�nii�on del uadrado de la magnitud de un uatro{

vetor, podemos de�nir el produto esalar de dos vetores omo

aib
i = a0b

0 + a1b
1 + a2b

2 + a3b
3. (13.6)

Es evidente que aib
i = aibi. En otras palabras, uno puede interambiar los ��ndies supe-

riores e inferiores siempre que est�en repetidos.

De la euai�on (13.3) y la relai�on (13.5) se sigue que

A0 =
A ′

0 −A ′
1w/c»

1−w2/c2
, A1 =

A ′
1 −A ′

0w/c»
1−w2/c2

, A2 = A ′
2, A3 = A ′

3. (13.7)

De aqu�� uno puede mostrar que el produto esalar AiBi es un uatro{esalar (invariante

bajo rotaiones en el espaio uatro{dimensional). Sin embargo, esto est�a de m�as, ya que

este resultado es obvio si se ve la similitud entre el produto esalar entre dos vetores

diferentes y el uadrado AkA
k
.

Como es ostumbre, la omponente A0
de un uatro{vetor se llama la omponente

temporal (de tiempo) y a ada una de las omponentes Aα
se les denomina omponen-

tes espaiales . El uadrado de un uatro{vetor puede ser positivo, negativo o ero. Un

uatro{vetor se denomina omo{tiempo, omo{espaio o nulo si su uadrado es po-

sitivo, negativo o ero respetivamente (tal ual omo se hae on el intervalo ds). Bajo

rotaiones espaiales, las omponentes Aα
de un uatro{vetor se omportan omo un tres{

vetor A. La omponente temporal de un uatro{vetor es un tres{esalar on respeto a

estas transformaiones. Es por esta raz�on que freuentemente uno esribe las omponentes

de un vetor omo Ai = (A0, A). Las omponentes ovariantes de este mismo vetor son

evidentemente Ai = (A0, −A) y el uadrado del mismo uatro vetor es (A0)2 −A2
. Las

propiedades de los vetores en un espaio Eulidiano ya han sido disutidas anteriormente

en §7 y omo vimos, no hay neesidad de haer diferenia entre ovariante y ontravariante

en este aso.

Un tensor uatro{dimensional de rango 2 es un onjunto de 16 antidades Aik
que
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bajo transformaiones de oordenadas, se omporta omo las transformaiones del produto

de dos vetores (por ejemplo, el produto aibk
). De la misma manera, esta de�nii�on puede

ser generalizada para tensores de rango mayor.

Las omponentes de un tensor de rango 2 se pueden esribir de forma ontravariante

Aik
, ovariante Aik y mixtas: Ai

k, Ai
k
y Ai

k. En este �ultimo aso es importante haer la

diferenia entre los distintos ��ndies superiores e inferiores. De heho, la �ultima notai�on

Ai
k es utilizada �uniamente uando no hay onfusi�on alguna y esto ourre uando las

omponentes mixtas Ai
k = Ai

k
, es deir uando el tensor es sim�etrio: Aik = Aik. Se die

que un tensor es antisim�etrio uando Aik = −Aik, lo ual implia que las omponentes

on ambos ��ndies iguales son nulas.

De la misma manera que para uatro{vetores, toda euai�on que ontenga tensores,

debe tener ��ndies libres id�entios arriba y abajo. Estos mismos pueden moverse libremente

haia arriba o haia abajo, siempre y uando se haga lo mismo de ambos lados de la

igualdad. Si por alguna raz�on llegas a ver que estas igualando omponentes ovariantes

on ontravariantes en una euai�on, algo est�a severamente mal.

La ontrai�on de un tensor Ai
i es llamada traza del tensor. Evidentemente, el pro-

duto esalar de dos uatro{vetores es una ontrai�on pues el esalar AiB
i
es formado al

ontraer el uatro{tensor AiB
k
.

El tensor unitario de rango 2 , o delta de Kroneker δik, es tal que para ualquier

uatro{vetor δikA
k = Ai

. Esto implia que sus omponentes son tales que δik = 1 s�� i = k

y δik = 0 s�� i 6= k.

Subiendo o bajando los ��ndies del tensor unitario δik uno puede obtener el tensor

sim�etrio gik o gik llamado el tensor m�etrio. Es f�ail ver que

gik = gik =















1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1















:= diag (1, −1, −1, −1). (13.8)

De aqu�� se sigue la f�ormula para subir y bajar ��ndies

gikA
k = Ai, gikAk = Ak, (13.9)
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la u�al implia que por ejemplo el intervalo pueda esribirse omo

†

ds2 = gikdx
i
dxk. (13.10)

Una de las propiedades que hae espeiales a los tensores δik, gik, ygik es que son los

mismos en ualquier sistema de oordenadas (pues as�� fueron esogidos). Otro tensor que

umple on este heho es el tensor unitario ompletamente antisim�etrio o tensor de

Levi{Civita ǫiklm. Al igual que su ontraparte en tres dimensiones, este tensor es tal que

ambia de signo ante el interambio de ualquiera de sus ��ndies. De la antisimetr��a se sigue

que todas las omponentes en las uales dos ��ndies son repetidos, vale ero. As�� pues, las

�unias omponentes no nulas son aquellas en las uales todos los ��ndies son diferentes. Es

ostumbre de�nir

ǫ0123 = +1. (13.11)

De esta manera, las omponentes de este tensor son +1, o −1 si los ��ndies pueden llevarse

al arreglo 0123 mediante una permutai�on par o impar respetivamente. El n�umero de todas

las omponentes no nulas es laramente 4! De esta manera, la ontrai�on

ǫiklmǫiklm = −4! (13.12)

Con respeto a rotaiones del sistema de oordenadas, el tensor ǫiklm se omporta

omo un tensor, pero no lo es as�� mediante reexiones debido a que las omponentes de un

tensor deben ambiar de signo ante estas mismas y por de�nii�on este tensor es el mismo

en ualquier sistema oordenado.

Estritamente hablando, este tensor no es un tensor, es un pseudotensor , es deir, se

omporta omo un tensor mediante rotaiones del sistema oordenado, exepto aquellas

que no pueden ser reduidas a rotaiones (i.e. reexiones).

El produto ǫiklmǫprst forma un tensor (verdadero) de rango 8. La ontrai�on de uno

o m�as pares de ��ndies da tensores de rango 6, 4, 2 y 0 uyas omponentes son 0, ±1

(un tensor de rango ero es un esalar). Debido a esto, las omponentes de estos tensores

†
Claramente tambi�en pude esribirse omo ds2 = gab

dxadxb sin embargo es onveniente esribirlo

omo lo muestra la euai�on (13.10) para evitar una onfusi�on un poo deliada que suede en los espaios

urvos omo veremos m�as adelante.
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deben ser proporionales a produtos de δik, ya que es el �unio tensor verdadero uyas

omponentes son las mismas en todo sistema de referenia. No es ompliado mostrar que

ǫiklmǫpklm = −3! δip, ǫiklmǫprlm = −2!det





δip δir

δkr δkp



 ,

ǫiklmǫprsm = −1!det









δip δir δis

δkp δkr δks

δlp δlr δls









, ǫiklmǫprst = −0!det















δip δir δis δit

δkp δkr δks δkt

δlp δlr δls δlt

δmp δmr δms δmt















. (13.13)

El determinante de un tensor Aik de rango 2 es el determinante de la matriz formada

por sus omponentes. En ompleta analog��a on la euai�on (7.6) este determinante est�a

dado por

det(Aik) = ǫikmpAi0Ak1Am2Ap3. (13.14)

De esta manera, las euaiones (7.7)-(7.8) se generalizan respetivamente omo

ǫprstAipAkrAlsAmt = −ǫiklmdet (Akl) , (13.15)

ǫiklmǫprstAipAkrAlsAmt = 4!det (Akl) . (13.16)

Si Aik
es un tensor antisim�etrio, entones este tensor y el pseudotensor A∗ik :=

1
2ǫ

iklmAlm entones se die que ambos tensores son duales uno al otro. De la misma ma-

nera, ǫiklmAm es un pseudotensor antisim�etrio de rango 3 dual al vetor Ai
. El produto

AikA∗
ik es evidentemente un pseudoesalar.

El uatro{gradiente de un esalar ξ se de�ne omo el uatro{vetor

∂ξ/∂xi =

(

1

c

∂ξ

∂t
, ∇ξ

)

. (13.17)

La diferenial de un esalar dξ
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dξ =
∂ξ

∂xi
dxi, (13.18)

es tambi�en un esalar ya que es la ontrai�on de dos vetores. El divergente del vetor Ai

se de�ne omo ∂Ai/∂xi†.

En el espaio Eulidiano de tres dimensiones uno puede integrar a lo largo de una urva,

al rededor de un �area y dentro de un volumen. La generalizai�on en el espaio de uatro

dimensiones omo lo hemos de�nido hasta ahora se lleva a abo de la siguiente manera

✰ Integral sobre una urva en el uatro{espaio. ➜ En este aso el elemento de

integrai�on es el elemento de l��nea que es el vetor dxi.

✰ Integral sobre una super�ie de dos dimensiones en el uatro{espaio. ➜ Para

busar el elemento de integrai�on en este aso es importante observar lo que suede en el

espaio Eulidiano de tres dimensiones. En este espaio la proyei�on del �area que hae

el paralelogramo formado por los vetores dr y dr ′
en los planos oordenados xαxβ est�a

dada por dxαdx
′
β−dxβdx

′
α. De la misma manera, en el uatro{espaio el elemento de �area

est�a dado por el tensor antisim�etrio dfik = dxidx ′k − dxkdx ′i
. Las omponentes de este

tensor son las proyeiones del elemento de �area en ada uno de los planos oordenados.

Sin embargo, en el tres{espaio, uno no utiliza el tensor dfαβ = dxαdx ′β − dxβdx ′α
omo

elemento de integrai�on, sino el vetor dfα que es dual a este tensor dfα = 1
2ǫαβγdfβγ.

Geom�etriamente, este es un vetor normal al elemento de super�ie e igual en magnitud

al �area del elemento. En el uatro{espaio no es posible onstruir este vetor, sin embargo

uno puede onstruir el tensor dual df∗ik al tensor dfik

df∗ik =
1

2
ǫiklmdflm. (13.19)

De la misma manera, este tensor desribe a un elemento de �area igual y normal al elemento

de la super�ie dfik. Esto �ultimo es laro ya que dfikdf∗ik = 0.

✰ Integral sobre una hipersuper�ie de tres dimensiones. ➜ El volumen del para-

lelep��pedo que forman tres vetores dr, dr ′, dr ′′
est�a dado por (dr∧ dr ′) �dr ′′

, que puede

†
En general uno utiliza siempre las omponentes ovariantes del uatro{operador (∂/∂xi). En raras

oasiones se habla de la derivada on respeto a la omponente ontravariante. Para este aso el operador

de difereniai�on es ∂/∂xi = (∂/c∂t, −∇) .
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esribirse omo

det









dxα dx ′
α dx ′′

α

dxβ dx ′
β dx ′′

β

dxγ dx ′
γ dx ′′

γ









:= dSαβγ. (13.20)

Si ahora pensamos en este volumen omo sumergido en un espaio uatro{dimensional,

entones podemos deir que la proyei�on del paralelep��pedo {es deir, el \�area" de la

hipersuper�ie{ generada por los uatro{vetores dxi, dx ′′i, y dx ′′i
est�a dada por los

determinantes

det









dxi dx ′i
dx ′′i

dxk dx ′k
dx ′′k

dxl dx ′l
dx ′′l









:= dSikl. (13.21)

Es onveniente utilizar omo elemento de integrai�on sobre la hipersuper�ie el uatro{

vetor dSi dual al tensor dSiklm dado por

dSi = −
1

6
ǫiklmdSklm, dSklm = ǫnklmdS

n. (13.22)

Geom�etriamente dSi es un uatro{vetor igual en magnitud a las \aras" del elemento

de hipersuper�ie y normal al mismo. De la de�nii�on anterior se sigue que dS0 = dS123 =

dxdydz. En otras palabras, �este es el elemento de volumen dV en el tres{espaio. Este

volumen es justamente la proyei�on del elemento de la hipersuper�ie en uesti�on en el

hiperplano x0 = onst.

✰ Integral sobre un volumen de uatro dimensiones. ➜ Evidentemente el elemento

de integrai�on est�a dado por

dΩ := dx0dx1dx2dx3 = cdtdV . (13.23)

Es f�ail ver que este elemento es un esalar. Bajo ualquier transformai�on de las variables

de integrai�on no primadas a las primadas, el elemento de integrai�on ambia a

JdΩ ′ =
∂(x ′0, x ′1, x ′2, x ′3)

∂(x0, x1, x2, x3)
dx ′0

dx ′1
dx ′2

dx ′3,

Para una transformai�on lineal de la forma x ′i = ai
kx

k
, el Jaobiano J es justamente el

determinante det[ai
k]. Este mismo es la unidad para rotaiones del sistema oordenado.
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De la misma manera que existen los Teoremas de Gauss y Stokes para el espaio

Eul��deo de tres dimensiones, es posible generalizarlos al espaio uatro{dimensional de

manera natural.

La integral sobre una hipersuper�ie de tres dimensiones errada se transforma en

una integral sobre el uatro{volumen ontenido dentro de la misma haiendo el siguiente

ambio en la integral

dSi −→ dΩ
∂

∂xi
. (13.24)

Por ejemplo, la integral de un tensor Mip

	

∫
Mip

dSi =

∫
∂Mip

∂xi
dΩ. (13.25)

Esta �ultima identidad, generaliza el Teorema de Gauss.

La integral sobre una super�ie de dos dimensiones puede transformarse en la integral

sobre ualquier hipersuper�ie de tres dimensiones que tenga omo frontera a esta dos{

super�ie. Esto se hae mediante el siguiente ambio

df∗ik −→ dSi
∂

∂xk
− dSk

∂

∂xi
. (13.26)

La integral sobre una urva errada en el espaio de uatro{dimensiones se transforma

en una integral sobre ualquier super�ie de dos dimensiones uya frontera sea la urva en

onsiderai�on

dxi −→ df∗ki
∂

∂xk
. (13.27)

As�� pues, la integral de l��nea de un vetor Mi
puede ser transformada de la siguiente

manera

	

∫
Midx

i =

∫
df∗ik

∂Mi

∂xk
=

1

2

∫
df∗ik

{
∂Mk

∂xi
−

∂Mi

∂xk

}
, (13.28)

que es la generalizai�on del Teorema de Stokes.

Las ventajas de utilizar un espaio de uatro dimensiones para haer nuestras ma-

tem�atias es lara y lo ser�a a�un m�as a lo largo de tu arrera ient���a. Comenemos on
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una simple apliai�on. De�nimos la uatro{veloidad de una part��ula en movimiento

omo el uatro{vetor uk
dado por

uk =
dxi

ds
. (13.29)

<Esta de�nii�on implia que la uatro{veloidad es una antidad adimensional! Utilizando

la euai�on (11.1) se obtiene que γ(v)ds = cdt en donde v es la tres{veloidad de la

part��ula. Sustituyendo esto en la euai�on (13.29) se obtienen las omponentes de la

uatro{veloidad

uk =

Å
γ, γ

v

c

ã
= γ

Å
1,

v

c

ã
. (13.30)

Dividiendo la euai�on (13.10) por ds2 se obtiene que

ukuk = 1, (13.31)

es deir, el uatro{vetor de veloidad es un vetor unitario que es tangente a la l��nea

de universo xk trazada por una part��ula. Se de�ne la uatro{aelerai�on wk
omo la

derivada de la uatro{veloidad on respeto al intervalo, es deir,

wk =
d

2xk

ds2
=

duk

ds
. (13.32)

De la euai�on (13.31) se sigue que

ulwl = 0. (13.33)

Esto signi�a que la uatro{veloidad y la uatro{aelerai�on son uatro{vetores ortogo-

nales entre s��.

§14. Mecánica relativista

El prinipio de m��nima ai�on es utilizado para enontrar la euai�on de movimiento

de una (o varias) part��ulas en movimiento en me�ania no{relativista. Ya que este prinipio

es de ar�ater general en la f��sia, debe se valido en me�ania relativista tambi�en.
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Para enontrar la ai�on de una part��ula libre observemos que la ai�on S no debe

depender del sistema de referenia que se toma, es deir, debe ser invariante mediante

transformaiones de Lorentz. En otras palabras, esta ai�on debe ser un esalar. El in-

tegrando de la ai�on debe ser una diferenial del primer orden. Naturalmente, el �unio

esalar de primer orden invariante a transformaiones de Lorentz on el ual hemos traba-

jado hasta ahora es ds. En otras palabras, la ai�on debe esribirse omo

S = −α

∫b

a

ds, (14.1)

donde α es una onstante de proporionalidad y la integral es tomada a lo largo de una

l��nea de universo entre dos eventos a y b. Es obvio que α es un esalar positivo ya que la

integral

∫b
a
ds toma el valor m�aximo a lo largo de una l��nea reta omo vimos en la sei�on

§11. Si α fuese negativo entones la integral (14.1) nuna alanzar��a un m��nimo omo lo

demanda el prinipio de m��nima ai�on. La ai�on S puede esribirse omo

S =

∫ t2

t1

Ldt, (14.2)

donde L es el Lagrangiano del sistema. De las euaiones (14.1)-(14.2) se obtiene que

L = −αc
»
1− v

2/c2. (14.3)

donde v es la veloidad de la part��ula en uesti�on. Para alular α tomemos el l��mite

uando c → ∞ y ompar�emoslo on el Lagrangiano Newtoniano, es deir,

L → −αc+ αv 2/2c, uando c → ∞. (14.4)

El primer t�ermino del lado dereho de esta euai�on puede ser despreiado pues es una

onstante (las onstantes no alteran al Lagrangiano). De esta manera y omo L = mv

2/2

en me�ania no{relativista (donde m es la masa de la part��ula), se sigue que α = mc.

Tarea 3

(i) Calula el momento p de una part��ula libre en me�ania relativista utilizando el
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heho de que p = ∂L/∂v .

(ii) La energ��a E de una part��ula est�a dada por

E = p � v − L. (14.5)

Calula su valor en me�ania relativista y muestra que uando la veloidad de la

part��ula tiende a ero, esta energ��a tiene un valor en reposo igual a E = mc
2
.

Enuentra el valor de esta energ��a para veloidades peque~nas v/c ≪ 1 y veri�a

que este valor orresponde on la energ��a in�etia de una part��ula libre en me�ania

no{relativista.

(iii) Muestra que uando la veloidad de la part��ula alanza la veloidad de la luz, el

momento y la energ��a tienden a in�nito. En otras palabras, las part��ulas on masa

�nita no pueden viajar a la veloidad de la luz.

Para haer el �alulo en uatro dimensiones, variemos la ai�on (14.1) esribiendo esta

variai�on omo δ para no onfundirnos on las dem�as difereniales, es deir,

δS = −mcδ

∫b

a

ds = 0.

Utilizando la euai�on (13.10) se obtiene que ds δ(ds) = dxi δdxi y por lo tanto

δS = −mc

∫b

a

dxiδdx
i

ds
= −mc

∫b

a

uidδx
i = −mc





uiδx

i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b

a

+

∫b

a

δxi
dui

ds
ds





, (14.6)

donde ui es la uatro{veloidad y la �ultima igualdad del lado dereho en la euai�on previa

se obtuvo integrando por partes. Debido a que δxi |a = δxi |b = 0 (la variai�on se lleva a

abo para distintas trayetorias on puntos �jos a y b) y omo δS = 0, de aqu�� se sigue

que la euai�on de movimiento para una part��ula libre est�a dada por

dui/ds = 0, o bien ui = onst. (14.7)

Esta euai�on expresa el heho de que una part��ula que se mueve en un sistema de

referenia inerial lo hae on veloidad onstante.
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Para determinar la variai�on de la ai�on omo funi�on de las oordenadas, dejemos el

punto a �jo y se variemos el punto b. De esta manera

δS = −mcuiδx
i. (14.8)

De me�ania no{relativista, sabemos que el tres{momento est�a dado por ∂S/∂r y que

la energ��a (Hamiltoniano) est�a dada por −∂S/∂t. En me�ania relativista, de�nimos el

uatro{momento (o vetor energ��a{momento) omo

pi = −
∂S

∂xi
. (14.9)

Sus omponentes est�an dadas por pi = (E/c, p) = mcui
, donde p es el tres{momento.

Evidentemente pipi = m2
c
2
.

La uatro{fuerza gi se de�ne omo

gi =
dpi

ds
= mc

dui

ds
=
Ä
f � vγ/c2, fγ/c

ä
, (14.10)

donde f es el tres{vetor fuerza y γ =
»
(1− v

2/c2) es el fator de Lorentz de la part��ula

en movimiento.

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



Caṕıtulo III

Teoŕıa de campos

El heho de que las interaiones produidas por las fuerzas en la f��sia viajen a una

veloidad �nita m�axima, la veloidad de la luz, tiene onseuenias muy importantes sobre

el onepto de ampo. En me�ania no{relativista, donde las interaiones se transmiten

instantaneamente a todo el espaio, resulta que uando las part��ulas que produen el

ampo se mueven, el resultado de su movimiento es transmitido inmediatamente a todo

el espaio y por lo tanto el ampo toma su on�gurai�on nueva de manera inmediata. En

otras palabras, el ampo es una mera onstrui�on matem�atia.

En me�ania relativista, las interaiones entre diversas part��ulas en un ampo no se

llevan aabo de manera instantanea. Por lo tanto, si alguna de las part��ulas en interai�on

se mueve, la informai�on de su movimiento tardar�a un ierto tiempo en llegar a las dem�as

part��ulas. Antes del arribo de la informai�on, las dem�as part��ulas se omportar�an omo

si la primer part��ula se enontrar�a en su posii�on antigua. Diho de otro modo, el ampo

era de estas part��ulas se mantiene sin ambio. Es hasta un tiempo despu�es uando el

ampo omienza a reajustarse omo deber��a. Por esta raz�on el ampo en me�ania relati-

vista deja de ser un arti�io matem�atio. As��, debido a que la transmisi�on de informai�on

se efet�ua en un tiempo �nito, el ampo tiene sentido f��sio omo tal. En otras palabras,

en me�ania relativista, los ampos <existen f��siamente!

Debido a que a lo largo del urso estudiaremos la gravitai�on omo un ampo f��sio,

en este ap��tulo disutiremos oneptos generales sobre teor��a de ampos l�asia (i.e. no

u�antia) a partir de prinipios de m��nimima ai�on. Despu�es utilizaremos estos oneptos
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para apliarlos a un ampo relativista muy familiar: el ampo eletromagn�etio.

§15. Principio de mı́nima acción

La euai�on de movimiento de una part��ula de prueba de masam debida a la presenia

de un ampo esalar φ dado se obtiene de minimizar la ai�on

Sm =

∫b

a

Ldt :=

∫b

a

(

m
1

2
xµxµ −mφ

)

dt, (15.1)

entre dos puntos �jos a y b. El integrando o Lagrangiano L de la ai�on Sm es la suma

de la energ��a in�etia de la part��ula de prueba menos el potenial esalar de la misma.

Para trayetorias su�ientemente peque~nas, el m��nimo de la euai�on (15.1) se obtiene

uando δSm = 0. La variai�on δSm = 0 sobre dos puntos �jos implia las euaiones de

Euler-Lagrange :

d

dt

∂L

∂ _xµ
=

∂L

∂xµ
, (15.2)

en donde el punto denota derivada on respeto al tiempo.

En el aso en que el potenial φ orresponda al potenial esalar gravitaional Newto-

niano, el prinipio de m��nima ai�on (15.1) implia que una part��ula de prueba se mover�a

en este ampo de auerdo a la ley de gravitai�on de Newton que se obtiene de las variaiones

nulas de la ai�on (15.1) o bien de las euaiones de Euler-Lagrange (15.2):

�xα = −
∂φ

∂xα
. (15.3)

En el ap��tulo II alulamos la euai�on de movimiento relativista para una part��ula

que se mueve libremente en la ausenia de ualquier ampo. En este aso, la ai�on est�a

dada por la euai�on (14.1) y la euai�on de movimiento por la relai�on (14.7)

†
.

†
La euai�on de movimiento produida por las variaiones nulas de la ai�on (14.1) es tambi�en llamada

euai�on geod�esia ya que en diversas apliaiones de geometr��a reprodue la distania m��nima entre dos

puntos �jos. Por ejemplo, en el espaio Eulidiano de dos dimensiones la distania ds entre dos puntos est�a

dada por ds2 = dx2 + dy2
. La trayetoria m��nima entre dos puntos �jos a y b de este espaio se obiene

uando δ
∫b

a
ds = 0, es deir uando (<haz la variai�on!) d

2y(x)/dx2 = 0 y por lo tanto y = ζ1x + ζ2, on

ζ1,2 = onst. Esta es la euai�on general de una l��nea reta que omo sabes es la trayetoria mas orta entre

dos puntos en el espaio Eulidiano de dos dimensiones. Ejeritate mostrando que la trayetoria mas orta
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Formulemos un prinipio de m��nima ai�on de tal manera que las variaiones nulas

de una ai�on dada nos reproduzan las euaiones de ampo de un sistema f��sio. Para

esto imaginemos que el ampo en uesti�on es un ampo esalar φ no-relativista y que la

densidad Lagrangiana (Lagriangiano por unidad de volumen) Λ(φα, φ; xα) es una funi�on

del ampo φ, sus derivadas φ,α := ∂φ/∂xα y que ambas dependen de las oordenadas xα,

i.e.

†

S
f

=

∫
Λ(φ,α , φ; xα)dtd

3x, (15.4)

en donde la integral es tomada sobre todo el espaio tridimensional Eulidiano

‡
.

Las variaiones nulas de la ai�on (15.4) implian que

δS
f

= 0 =

∫
(

∂Λ

∂φ
δφ+

∂Λ

∂φ,α
δφα

)

dx3dt,

=

∫
dtd3x

∂

∂xα

(

δφ
∂Λ

∂φ,α

)

+

∫
δφd

3xdt

Ç
∂Λ

∂φ
−

∂2Λ

∂xα∂φ,α

å
.

(15.5)

En el �ultimo paso, la primer integral del lado dereho de la euai�on (15.5) puede ser trans-

formada mediante el teorema de Gauss a la integral de super�ie

�
∫
dtdaα (δφ∂Λ/∂φ,α) en

donde daα es el elemento del �area de la super�ie que ontiene a todo el espaio Eulidiano

de 3 dimensiones. Debido a que ualquier ampo f��sio debe anularse a distanias in�nita-

mente lejanas de las fuentes que lo produen, el Lagrangiano Λ y sus derivadas son ero

sobre esta super�ie y por lo tanto la integral es ero. La segunda integral del lado dereho

de la euai�on (15.5) es entones identiamente igual a ero para ualquier variai�on δφ

del ampo y as��

∂2Λ

∂xα∂φ,α
=

∂Λ

∂φ
. (15.6)

entre dos puntos loalizados en la esfera de 2 dimensiones es un segmento de un ��rulo m�aximo, el ual

es una irunferenia dibujada sobre la super�ie de la 2-esfera uyo origen oinide on el de la 2-esfera.

†
En la literatura es om�un omitir la oma en la derivada φ,µ esribiendo �uniamente φµ y la densidad

lagrangiana omo L en vez de Λ, pero ausa freuentemente onfusi�on.

‡
En el aso de poteniales esalares no-relativistas, suele omitirse la integral sobre el tiempo en la

ai�on (15.4) debido a que omo el Lagrangiano Λ solo depende de las posiiones xα, esto no altera la

variai�on nula �nal. Por tanto la integral sobre el tiempo solo da un arater dimensional orreto al

problema.
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Las euaiones (15.6) son el equivalente de las euaiones de Euler-Lagrange apliadas a

un Lagrangiano Λ de un ampo esalar φ.

En el aso del potenial esalar gravitaional Newtoniano φ, el experimento muestra

que el Lagrangiano est�a dada por:

Λ = |∇φ|2 + 8πG. (15.7)

La sustitui�on direta de esta �ultima relai�on en las euaiones de Euler-Lagrange (15.6)

produe la euai�on de ampo esalar de gravitai�on de Newton, i.e. la euai�on de Poisson

†
:

∇2φ = 4πGρ. (15.8)

En la f��sia no solo existen ampos esalares, sino tambien vetoriales y mas general-

mente tensoriales. Aunque formalmente pueden formularse euaiones generales de Euler-

Lagrange para estos sistemas esto es evitado y la ai�on se var��a diretamente. Es por esto

que en lo suesivo haremos las variaiones de la ai�on de manera direta (y para que prati-

ques tus t�enias variaionales, var��a diretamente la ai�on dada por el Lagrangiano (15.7)

para mostrar la euai�on de Poisson (15.8)).

§16. Movimiento en un campo electromagnético

Supongamos que se tiene un ampo eletromagn�etio y que una part��ula on arga

(positiva, negativa o ero) e se mueve en el mismo. La ai�on S que desribe este movimiento

debe estar dada por dos t�erminos aditivos. Uno de estos t�erminos est�a laramente dado

por la ai�on (14.1) de una part��ula libre en ausenia de ampos. El otro t�ermino desribe

la interai�on de la part��ula on el ampo eletromagn�etio. Las propiedades del ampo

est�an dadas por el uatro{vetor potenial eletromagn�etio Ak
, que es una funi�on de

las oordenadas del espaio{tiempo xl. El experimento muestra que esta ai�on est�a dada

por −(e/c)
∫b
a
Akdx

k
. De esta manera, la ai�on total de una part��ula que se mueve en un

ampo eletromagn�etio est�a dada por

†
En realidad no existe manera de alular o medir la euai�on (15.7) de manera experimental. Mas bien

el �alulo se realiza a la inversa debido a que es bien sabida la euai�on de Poisson (15.8). Sin embargo

existen oasiones en las uales puede formularse la ai�on de un ampo dado utilizando prinipios muy

fundamentales de la f��sia.
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S =

∫b

a

{
−mcds−

e

c
Aqdx

q
}
, (16.1)

entre dos puntos a y b del espaio{tiempo. Las omponentes espaiales y la omponente

temporal del uatro{vetor Ai
forman un tres{vetor y un esalar verdaderos respetiva-

mente. Es ostumbre esribir

Ar = (φ, A) , (16.2)

donde la funi�on esalar φ se denomina el potenial esalar del ampo eletromagn�etio

la tres{funi�on vetorial A onstituye el potenial vetorial de este mismo ampo. Con

esto, y usando el heho de que dr/dt = v , la euai�on (16.2) puede ser esrita omo

S =

∫b

a

{
−mcds− eφdt +

e

c
A �dr

}
,

=

∫b

a

{
−mc

2
»
1− v

2/c2 − eφ +
e

c
A � v

}
dt,

(16.3)

y por lo tanto el Lagrangiano L de una part��ula que se mueve en un ampo eletromagn�eti-

o est�a dado por

L = −m c
2
»
1− v

2/c2 − eφ +
e

c
A � v . (16.4)

La euai�on de movimiento de la part��ula est�a dada por las euaiones de Euler{Lagrange

†

d

dt

(

∂L

∂v

)

=
∂L

∂r
. (16.5)

De la euai�on (16.4) se sigue que

∂L

∂r
=

e

c
grad (A � v ) − egradφ,

=
e

c
(v �grad)A+

e

c
v ∧ curlA− egradφ.

†
Por si aaso no te ha quedado a�un laro, aqu�� se est�a esribiendo ∂L/∂v := eµ∂L/∂vµ, y la oordenada

r se deja �ja (i.e. esta operai�on signi�a tomar los gradientes de L on respeto a la veloidad, dejando

�ja la posii�on). De la misma manera ∂L/∂r := eα∂L/∂xα uando v est�a �ja.
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Con esto, la euai�on de Euler{Lagrange (16.5) est�a dada por

d

dt

Å
p+

e

c
A

ã
=

e

c
(v �∇)A+

e

c
v ∧ (∇∧A) − e∇φ. (16.6)

en donde p es el tres{momento de la part��ula uando se mueve libremente (f. Tarea 3).

La derivada dA/dt es la raz�on de ambio en el tiempo del tres{vetor potenial A que

se lleva a abo no s�olo a posiiones �jas (∂A/∂t), sino tambi�en la raz�on de ambio en el

tiempo a lo largo de las posiiones en el ampo ((dr/dt) �∇A ). En otras palabras, esta

derivada es la derivada total on respeto al tiempo: d/dt = ∂/∂t + v �∇. Con esto, la

euai�on (16.6) se redue a

dp

dt
= −

e

c

∂A

∂t
− e∇φ+

e

c
v ∧ (∇∧A) . (16.7)

Esta es la euai�on de movimiento de una part��ula en un ampo eletromagn�etio. Se

denomina la euai�on de Lorentz o fuerza de Lorentz . El lado izquierdo de esta euai�on

tiene la taza de ambio del momento de la part��ula on respeto al tiempo y por lo tanto

el lado dereho debe ser igual a la fuerza que ejere el ampo eletromagn�etio sobre la

part��ula mientras se mueve a lo largo del ampo. El primer y segundo t�ermino de la

euai�on (16.7) no dependen expl��itamente de la veloidad. A este tipo de fuerza se le

denomina fuerza el�etria. La intensidad del ampo el�etrio vetorial E se de�ne omo

E = −
1

c

∂A

∂t
− gradφ. (16.8)

El terer t�ermino de la euai�on (16.7) depende expl��itamente de la veloidad. A este

tipo de fuerza se le onoe omo fuerza magn�etia. La intensidad del ampo magn�etio

vetorial B se de�ne omo

B = curlA. (16.9)

Utilizando las euaiones (16.8)-(16.9) se obtiene la famosa relai�on para la euai�on de

Lorentz

dp

dt
= eE +

e

c
v ∧B. (16.10)
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En me�ania, las euaiones de movimiento son invariantes ante la transformai�on

t → −t. Es deir, ambas direiones del tiempo (pasado y futuro) son equivalentes. Uti-

lizando la euai�on (16.10) es f�ail ver que esto tambi�en es v�alido para el aso del ampo

eletromagn�etio. En efeto, si se haen los ambios

t → −t, E → E, B → −B, (16.11)

entones utilizando la euai�on (16.10) se ve que la euai�on de movimiento permanee

invariable. Los ambios en los ampos E y B en la euai�on (16.11) orresponden a

φ → φ, A → −A. (16.12)

En otras palabras, un posible movimiento en el ampo eletromagn�etio existe si el movi-

miento reversible (on t → −t) es tal que la direi�on del ampo magn�etio B es ambiada.

Por otra parte, si haemos el ambio

Aq −→ Aq −
∂f

∂xq
, (16.13)

en la ai�on (16.1), entones la ai�on ambia de la siguiente manera

S −→ S+
e

c

∫b

a

∂f

∂xk
dxk = S+

e

c

∫b

a

df. (16.14)

El �ultimo t�ermino de la euai�on (16.14) se puede despreiar por ser una diferenial exata,

la ual no tiene efeto en las euaiones de movimiento (la variai�on de una diferenial

exata es id�entiamente igual a ero pues los extremos a y b de la urva de integrai�on se

toman �jos al variar la ai�on). En otras palabras, el ambio heho en la euai�on (16.13)

no altera las euaiones de movimiento. Se die entones que el ampo eletromagn�etio

es invariante a transformaiones de norma . Utilizando la euai�on (16.2), entones la

igualdad (16.13) toma la forma

A+ gradφ −→ A, φ −
1

c

∂f

∂t
−→ φ. (16.15)
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§17. Tensor electromagnético

Derivemos ahora la euai�on de movimiento (16.7) apropiada para un espaio de uatro

dimensiones. Para esto es m�as onveniente variar diretamente la ai�on (16.1)

δS = δ

∫b

a

{
−mcds −

e

c
Aqdx

q
}
= 0. (17.1)

Utilizando el heho de que ds2 = dxkdx
k
se obtiene de esta euai�on

δS = −

∫b

a

{
mcuk δdx

k +
e

c
Aq dδx

q +
e

c
δAk dx

k
}
= 0,

donde um = dxm/ds es la uatro{veloidad. Integrando los dos primeros t�erminos de esta

euai�on por partes se obtiene

∫b

a

{
mc

duk

ds
ds δdxk +

e

c
dAq dδx

q −
e

c
δAk dx

k

}
−
{Å

mcuk +
e

c
Ak

ã
δxk

}b

a
= 0. (17.2)

El segundo t�ermino del lado izquierdo de la euai�on (17.2) es ero pues la variai�on

se lleva aabo on puntos extremos a y b �jos. Debido a que δAk = (∂Ak/∂x
m) δxm y

dAk = (∂Ak/∂x
m)dxm entones la euai�on (17.2) puede esribirse omo

∫b

a

{
mc

dum

ds
−

e

c

(

∂Ak

∂xm
−

∂Am

∂xk

)

uk

}
ds δxm = 0.

Debido a la arbitrariedad de δxm en la variai�on, neesariamente se obtiene

mc
duk

ds
=

e

c
Fkmum, (17.3)

en donde el tensor eletromagn�etio o tensor de Faraday de rango dos antisim�etrio Fkl

est�a de�nido por

Fik :=
∂Ak

∂xi
−

∂Ai

∂xk
. (17.4)

La euai�on de movimiento de una part��ula que se mueve en un ampo eletromagn�etio

est�a dada por la euai�on (17.3). Diho de otro modo, la euai�on (17.3) es la euai�on

de Lorentz en uatro dimensiones. Sus omponentes espaiales llevan exatamente a la
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igualdad (16.7). La omponente temporal implia que la raz�on de ambio de la energ��a

in�etia E
in

= γmc
2
(f. euai�on (14.5)) on respeto al tiempo est�a dada por

†

dE
in

dt
= v �

dp

dt
= eE � v . (17.5)

Utilizando la de�nii�on del tensor eletromagn�etio dada por la relai�on (17.4) es f�ail

veri�ar que

Fik =

â
0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

ì

, Fik =

â
0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

ì

. (17.6)

Las antidades

FikF
ik = inv ǫiklmFikFlm = inv, (17.7)

forman un esalar y un pseudoesalar respetivamente que son invariantes ante transforma-

iones de Lorentz. Utilizando la de�nii�on del tensor eletromagn�etio dada por la euai�on

(17.4) y la de�nii�on del ampo el�etrio y magn�etio, de las relaiones (16.8)-(16.9), las

euaiones (17.7) implian que

B2 − E2 = inv, E �B = inv. (17.8)

respetivamente.

§18. Ecuaciones del campo electromagnético

Utilizando la de�nii�on del tensor de Faraday dada por la euai�on (17.4) es laro que

‡

†
Esta relai�on puede alularse diretamente utilizando la euai�on de Lorentz (16.8).

‡
La euai�on (18.2) puede esribirse omo

∂Fik

∂xl
+

∂Fkl

∂xi
+

∂Fli

∂xk
= 0, (18.1)

que es la manera en la ual se presenta usualmente.
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ǫiklm
∂Flm

∂xk
= 0. (18.2)

Las uatro euaiones que apareen en la euai�on (18.2) forman el primer par de las

euaiones de Maxwell

divB = 0, (18.3)

curlE +
1

c

∂B

∂t
= 0. (18.4)

La euai�on (18.3) orresponde a la omponente temporal de la relai�on (18.2). Las tres

omponentes de la euai�on (18.4) orresponden a las omponentes espaiales de la igual-

dad (18.2). Las euaiones que desriben el ampo eletromagn�etio no quedan determina-

das por la euai�on (18.2) �uniamente. Esto se debe a que las uatro euaiones difereniales

de esta euai�on no son su�ientes para enontrar las seis (digamos E y B) omponentes

independientes del tensor Fµν.

Para enontrar las dem�as relaiones que relaionan al ampo es neesario onstruir la

ai�on total S del sistema. Esta ai�on ontiene tres t�erminos aditivos

S = S
m

+ S
mf

+ S
f

. (18.5)

S
m

orresponde a la ai�on de las part��ulas materiales libres. Para el aso de una �unia

part��ula libre esta ai�on est�a dada por la euai�on (14.1). En el aso de que se tengan

varias part��ulas argadas, entones esta ai�on est�a dada por

S
m

= −
∑

mc

∫
ds, (18.6)

donde la suma se lleva a abo para ada una de las part��ulas materiales en el ampo. La

ai�on S
mf

orresponde a la ai�on debida a la interai�on entre las part��ulas materiales y

el ampo. En el aso de una sola part��ula interaionando on el ampo eletromagn�etio

esta ai�on est�a dada por el segundo t�ermino del lado dereho de la euai�on (16.1). En el

aso de una olei�on de part��ulas esta ai�on est�a dada por
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S
mf

= −
∑ e

c

∫
Akdx

k. (18.7)

En esta �ultima suma el uatro{vetor Ak est�a evaluado justamente en la posii�on donde

se enuentra la part��ula en uesti�on en el espaio{tiempo.

Finalmente la ai�on S
f

es la ai�on que depende �uniamente de las propiedades del

ampo, sin importar las part��ulas que se enuentren en el mismo. En otras palabras, esta

es la ai�on que orresponde al ampo mismo en ausenia de argas. Hasta ahora hab��amos

utilizado �uniamente la ai�on (16.1), es deir, S
m

+ S
mf

. Esto ya que anteriormente sola-

mente est�abamos interesados en enontrar euaiones que desribieran el movimiento de

part��ulas materiales uando estas interaionan on el ampo.

La forma matem�atia de la ai�on S
f

puede alularse utilizando el resultado expe-

rimental de que los ampos eletromagn�etios satisfaen el prinipio de superposii�on :

\el ampo total produido por un onjunto de argas es igual a la suma vetorial de a-

da uno de los ampos produidos por ada part��ula". Esto signi�a que si Fkl y F ′
kl son

dos soluiones de las euaiones del ampo eletromagn�etio, entones la suma Fkl + F ′
kl

tambi�en ser�a una solui�on. Diho de otra manera, las euaiones que desriben al ampo

eletromagn�etio deben ser euaiones difereniales lineales. As�� pues, el integrando de la

ai�on S
f

debe ser una funi�on uadr�atia (e invariante) en los ampos. De esta manera, al

tomar la variai�on δS
f

se tendr�a que el orden de la uadr�atia se reduir�a para onvertirse

en una funi�on lineal. Debido a que el potenial Ak no est�a determinado de manera �unia

(f. euai�on (16.15)), entones este mismo no puede apareer dentro de la integral de S
f

.

La �unia antidad que debe apareer es el esalar FikFik
†
. De esta manera se obtiene que

†
Uno queda tentado en pensar si ǫiklmFikFlm podr��a utilizarse omo la uadr�atia busada. El problema

es que esta antidad es un pseudoesalar y por lo tanto no es una antidad que deba apareer bajo el signo

integral de S
f

. Otra manera de verlo es utilizando el heho de que este pseudoesalar puede esribirse omo

ǫ
iklm

FikFlm = 4
∂

∂xi

(

ǫ
iklm

Ak
∂Am

∂xl

)

. (18.8)

Al sustituir esto en el integrando para S
f

se obtiene (mediante el teorema de la divergenia) la integral de

lo que est�a dentro del par�entesis en el lado de la dereha de la euai�on (18.8) tomada a lo largo de la

frontera de todo el espaio{tiempo. Es deir, una integral sobre la hipersuper�ie de tres dimensiones que

es frontera de todo el espaio{tiempo. El valor de esta integral es evidentemente ero, pues los ampos (en

este aso eletromagn�etios) se anulan en in�nito.
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S
f

= −
1

16πc

∫
FikFikdΩ. (18.9)

El signo menos de esta euai�on se debe al heho de que FikFik = 2
Ä
B2 − E2

ä
. El ampo

el�etrio E ontiene la derivada −∂A/∂t (f. euai�on (16.8)). Por lo tanto, uno de los

t�erminos del produto FikFik ser�a igual a −∂A/∂t lo ual no es posible puesto que si A

tiene ambios su�ientemente grandes en periodos de tiempo su�ientemente peque~nos

entones es siempre posible haer a S
f

una antidad negativa grande. De esta manera S
f

no

alanzar��a un m��nimo en el intervalo de tiempo que se est�a tomando en uenta. El valor

de 1/16πc en la euai�on (18.9) depende de las unidades que se utilien. En este aso se

est�a suponiendo el sistema Gaussiano de unidades (gs) para el ampo eletromagn�etio.

Existe tambi�en el sistema de Heaviside en donde la onstante de proporionalidad entre

S
f

y la integral del lado dereho de la euai�on (18.9) est�a dado por −1/4. Este sistema es

muy �util pues fatores de 4π no apareen en las euaiones de ampo (a osta de que un

fator de π aparee en la ley de Coulomb eletrost�atia).

De las euaiones (18.6), (18.7) y (18.9) se sigue que la ai�on total (18.5) est�a dada

por

S = −
∑∫

mcds−
∑∫

e

c
Akdx

k −
1

16πc

∫
FikFikdΩ. (18.10)

Para el aso de esta ai�on de ninguna manera se supone que las argas son peque~nas

(i.e. no son argas de prueba) omo se hizo antes para enontrar las euaiones de movi-

miento. En otras palabras Ak y Fkl se re�eren al ampo eletromagn�etio externo m�as el

ampo produido por las part��ulas que se enuentran interaionando en el mismo. Por

esta raz�on los ampos Ak y Fkm son funiones que dependen de la posii�on, el tiempo y

las veloidades de las argas.

En general, las argas no son puntuales, sino que se enuentran distribuidas en vol�ume-

nes en el espaio. Por ejemplo, la arga total ontenida en un volumen V es igual a la

integral

∫
ρdV , en donde la densidad de arga ρ se de�ne omo la antidad de arga

in�nitesimal por unidad de volumen y es una funi�on que depende de las posiiones y del

tiempo. Para el aso de una distribui�on de part��ulas puntuales, esta densidad es igual a
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ρ =
∑

q

eqδ (r− rq) , (18.11)

en donde δ es la funi�on Delta de Dira en tres dimensiones y la suma se lleva a lo largo

de todas las argas q. La arga es un invariante de Lorentz y por lo tanto el produto

ρdV es un invariante de Lorentz (a pesar de que ρ no es un invariante). Debido a que

dedxi = ρdV dt(dxi/dt) es un uatro{vetor (pues el lado izquierdo de esta euai�on lo

es), entones omo dV dt es un esalar (f. euai�on (13.23)), la antidad

jk = ρ
dxk

dt
, (18.12)

resulta ser un uatro vetor. Las uatro antidades jk se denominan omo el uatro{vetor

de orriente{arga . Sus omponentes espaiales forman un tres{vetor denominado el

vetor de densidad de orriente

j = ρv . (18.13)

Utilizando el heho de que la arga total e est�a dada por

e =

∫
ρdV , (18.14)

la euai�on (18.10) puede esribirse omo

S = −
∑∫

mcds−
1

c2

∫
Akj

k
dΩ−

1

16πc

∫
FikFikdΩ. (18.15)

Esta es la ai�on total busada. Para enontrar las euaiones de ampo, es deir, \las

euaiones de movimiento para el ampo Fkl", debemos variar la ai�on δS e igualarla a

ero, de auerdo on el prinipio de m��nima ai�on. Esto se hae mediante la suposii�on

de que el movimiento de las argas es onoido y se var��a solamente el potenial. Cuando

quer��amos enontrar las euaiones de movimiento de una part��ula movi�endose en el

ampo, supusimos que el ampo estaba dado y variamos �uniamente la trayetoria de la

part��ula. En aquel aso partiular se utiliz�o la variai�on δS
m

= 0. Adem�as, debido a que

jp est�a relaionado on las oordenadas omo lo muestra la euai�on (18.12) entones su

variai�on es id�entiamente igual a ero. De tal forma que la variai�on de la euai�on (18.16)
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est�a dada por

δS = 0 = −

∫
1

c

{
1

c
jpδAp +

1

8π
FpmδFpm

}
dΩ. (18.16)

Tarea 4

(i) Sustituye la euai�on (17.4) en la relai�on (18.16) y muestra que

δS = 0 = −

∫
1

c

{
1

c
jiδAi −

1

4π
Fik

∂

∂xk
δAi

}
dΩ. (18.17)

(ii) Utiliza el teorema de Stokes para el segundo miembro del lado dereho de la eua-

i�on (18.17) y muestra que, omo la intensidad del ampo eletromagn�etio se anula

en in�nito entones ∫ {
1

c
jp +

1

4π

∂Fpk

∂xk

}
δAp dΩ = 0. (18.18)

Debido a que las variaiones de δAk se llevan aabo de forma arbitraria, entones el

integrando de la euai�on (18.18) es neesariamente igual a ero

∂Fmk

∂xk
= −

4π

c
jm. (18.19)

�

Esta es la relai�on busada que junto on la euai�on (17.4) onstituyen las euaiones

del ampo eletromagn�etio (Euaiones de Maxwell). La omponente temporal y las tres

omponentes espaiales de la euai�on (18.19) pueden esribirse respetivamente omo

div E = 4πρ, (18.20)

curlB−
1

c

∂E

∂t
=

4π

c
j. (18.21)

Estas dos �ultimas euaiones junto on las euaiones (18.3)-(18.4) onstituyen las bien

onoidas euaiones de Maxwell para el ampo eletromagn�etio.
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§19. Efecto Doppler

Antes de terminar este ap��tulo, veamos una derivai�on r�apida del efeto Doppler pues

este mismo ser�a utilizado a lo largo del urso en diversas oasiones.

Consideremos un ampo eletromagn�etio en el va��o, para el ual la densidad de arga

ρ tiene un valor nulo en todo el espaio{tiempo y por lo tanto ji = 0 de auerdo a la

euai�on (18.12). Sustituyendo entones la euai�on (17.4) en la (18.19) se obtiene que

∂2Am

∂xp∂xp
−

∂2Ak

∂xm∂xk
= 0. (19.1)

Debido a la invariania de norma (f. euai�on (16.13)) del ampo eletromagn�etio,

impongamos una ondii�on auxiliar sobre el potenial Ak
, la llamada ondii�on de Lorentz

∂Ak

∂xk
= 0. (19.2)

Los poteniales Ak
que satisfaen la ondii�on (19.2) se dien que est�an en la norma de

Lorentz . Sustituyendo la relai�on (19.2) en la (19.1) se obtiene la euai�on de onda para

los poteniales eletromagn�etios

†
:

∆Ak =
∂Ak

∂xl∂xl
= 0. (19.3)

La solui�on de ondas monorom�atia, i.e. ondas para las uales el ampo es una

funi�on peri�odia del tiempo, est�a dada por

Ak = Re

{
Ak

0 e
i(kmxm)

}
, (19.4)

en donde Ak
0 es un uatro{vetor onstante y el uatro{vetor de onda km est�a de�nido

por

†
En oasiones se de�ne al operador D'Alambertiano 2 (o inluso 2

2
para asemejarse al Laplaiano ∇

2
)

omo 2 := ∂2/∂xk∂x
k
. Debido a que este operador es simplemente el operador de Laplae en un espaio

de varias dimensiones hoy en d��a se utiliza mas formalmente la notai�on ∆ := ∂/∂xk∂x
k
y a este operador

se le denomina el operador de Laplae{Beltrami . En el lenguaje de la geometr��a diferenial a este mismo

operador se le denomina el operador de Laplae{de Rham . Evidentemente, todos estos operadores son

generalizaiones del operador de Laplae ∇
2
.
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km :=

Å
ω

c
,k

ã
. (19.5)

El tres{vetor k := wn/c es el vetor de onda y ω representa a la freuenia angular

de la onda eletromagn�etia. El vetor unitario n apunta en la direi�on de propagai�on

de la onda eletromagn�etia. Con estas de�niiones es laro que el uatro{vetor de onda

eletromagn�etio satisfae las relaiones

km km = 0, kmx
m = ωt − k � r. (19.6)

La segunda relai�on muestra que en efeto las antidades km forman un uatro{vetor,

pues la antidad ωt− k � r es un esalar ya que representa la fase de la onda.

Consideremos ahora una fuente que se mueve on veloidad v , la ual emite radiai�on

eletromagn�etia on freuenia ω.

�

Esta radiai�on es observada en un sistema de referenia

en reposo (el laboratorio) on freuenia ω
obs

. Para alular las relaiones entre ambas

freuenias, basta on enontrar la forma en la que se transforma la omponente temporal

del uatro{vetor km de auerdo a las transformaiones de Lorentz (13.3), para obtener

k0
obs

=
k0 − vk1/c»
1− v

2/c2
. (19.7)

Sustituyendo la omponente temporal k0 de la euai�on (19.5) y el heho de que k1 =

k osα = (ω/c) osα, on α el �angulo (medido en el sistema del laboratorio) entre la

direi�on de emisi�on de la onda y la direi�on de movimiento de la fuente, se obtiene

ω
obs

= ω
1− (v/c) osα

1− v

2/c2
. (19.8)

Esta relai�on signi�a que si el objeto emisor se aleja del laboratorio entones la freuenia

observada disminuye (el espetro eletromagn�etio se observa movido haia el rojo) y si

el objeto que emite la radiai�on se aera, la freuenia observada aumenta (el espetro

eletromagn�etio se observa orrido haia el azul). A este fen�omeno se le onoe omo el

efeto Doppler .

En el l��mite de veloidades peque~nas omparadas on la veloidad de la luz, i.e. v ≪ c,

la euai�on (19.8) onverge a
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ω = ω0





1+ (v/c) osα, uando α 6≈ π/2.

1− v

2/2c2, uando α = π/2.
(19.9)
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Caṕıtulo IV

Hidrodinámica relativista

Una de las ramas mas importantes de la astronom��a es el estudio de la din�amia de los

gases. Las estrellas, las galaxias, el medio interestelar, el medio intergal�atio y el universo

en su totalidad son ejemplos de objetos que de una u otra manera poseen gases relaionados

a los mismos. Es la radiai�on eletromagn�etia produida por la temperatura y la din�amia

de diversos uidos en el universo la que llega a nuestros detetores terrestres. Por esta raz�on

el estudio de la me�ania de uidos o hidrodin�amia es una de las herramientas mas �utiles

en la astrof��sia.

§20. Tensor de enerǵıa–momento

Consideremos un sistema tal que su ai�on S est�e dada por

S =

∫
Λ

(

q,
∂q

∂xi

)

dVdt =
1

c

∫
ΛdΩ, (20.1)

donde Λ es una funi�on de las antidades q que desriben el estado del sistema y de

sus derivadas on respeto a las oordenadas del uatro{espaio ∂q/∂xk. Aqu�� estamos

esribiendo sin p�erdida de generalidad �uniamente una sola antidad q. Los resultados

obtenidos m�as adelante son f�ailmente generalizados para un sistema en el ual la funi�on

Λ depende expl��itamente de las antidades q(1), q(2) . . . y de sus derivadas on respeto a

las oordenadas ∂q(1)/∂x
i, ∂q(2)/∂x

i, . . . La ai�on (20.1) puede esribirse omo S =
∫
Ldt,

donde L es el Lagrangiano del sistema. Con esto y la euai�on (20.1) se obtiene que
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∫
ΛdV = L. En otras palabras, Λ es una densidad Lagrangiana. De la misma manera que

se hae en me�ania, el heho de que el sistema sea errado implia que Λ no depende

expl��itamente de las oordenadas xk.

Las euaiones de ampo son obtenidas mediante el prinipio de m��nima ai�on

mediante el ual la variai�on de la ai�on δS tiene que alanzar un m��nimo para trayetorias

su�ientemente peque~nas. La ai�on (20.1) alanza un extremo uando su variai�on δS = 0.

De esta manera, variando la ai�on en la euai�on (20.1) y esribiendo ∂q/∂xk = q,k

obtenemos

δS =
1

c

∫
dΩ

{
∂Λ

∂q
δq+

∂Λ

∂q,i
δq,i

}
=

1

c

∫
dΩ

{
∂Λ

∂q
δq+

∂

∂xi

[

δq
∂Λ

∂q, i

]

− δq
∂

∂xi
∂Λ

∂q,i

}
= 0.

(20.2)

La segunda integral del lado dereho se anela mediante el uso del teorema de Stokes en

todo el espaio. Del resto de la igualdad se sigue neesariamente que

∂

∂xi
∂Λ

∂q,i
−

∂Λ

∂q
= 0. (20.3)

Debido a que

∂Λ

∂xi
=

∂Λ

∂q

∂q

∂xi
+

∂Λ

∂q,k

∂q,k

∂xi

= q,i
∂Λ

∂q
+

∂Λ

∂q,k

∂q,k

∂xi
,

(20.4)

entones, si de�nimos el tensor T ik
mediante la relai�on

T k
i :=

∂Λ

∂q,k
q,i−Λδki . (20.5)

se sigue que

†

†
Es un poo laborioso mostrar que el tensor T ik

es sim�etrio, i.e. T ik = Tki
. La demostrai�on tradiional

se basa en que el tensor T ik
no est�a de�nido de manera �unia, pues si a este tensor se le suma el tensor

∂Ωikl/∂xl, donde Ωikl = −Ωilk
, entones la euai�on de movimiento (20.6) tambi�en se satisfae. Resulta

que la ondii�on natural para que el tensor T ik
quede determinado de manera �unia es uando este tensor

es sim�etrio.
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∂Tk
i

∂xk
= 0. (20.6)

La euai�on (20.6) es el equivalente a una euai�on de movimiento. En el aso de estar

desribiendo un ampo, esta misma nos da las euaiones que desriben al ampo omo

funi�on de las oordenadas xi.

Integremos ahora la euai�on (20.6) sobre el volumen Ω del uatro{espaio que es

enapsulado por la hipersuper�ie S

∫
∂Tk

i

∂xk
dΩ = 	

∫
Tk
i dSk = 0. (20.7)

Esojamos la hipersuper�ie S de tal manera que ontenga todas las tres dimensiones

espaiales tal omo se muestra en la Figura IV.1. En otras palabras, la hipersuper�ie S es

tal que se enuentra rodeada por los planos x0 = onst(A) y x0 = onst(B). De esta manera,

la integral del lado dereho de la euai�on (20.7) se redue a






∫

x(A) 0

+

∫

x(B) 0





Tk
i dSk = 0.

Ahora bien, omo dS
(A)
k = −dS

(B)
k := dSk, entones el vetor

pi := ζ

∫
Tk
i dSk = onst, (20.8)

sobre ualquier hipersuper�ie x0 = onst . En otras palabras, el vetor pi
es una antidad

onservada.

Naturalmente, en un sistema errado el uatro{vetor que se onserva es el uatro{

momento. De esta manera, pi
lo identi�amos on el uatro{momento. Ahora bien, omo

p0 = ζ
∫
T 0k

dSk = ζ
∫
T 00

dV y ya que T 00 = T00 = _q∂Λ/∂ _q − Λ on _q := ∂q/∂t, podemos

identi�ar a T 00
on la energ��a del sistema, ya que uando esta �ultima es onservada,

sabemos que el Hamiltoniano H es igual a la energ��a E del sistema y es tal que H = E =

p _q − L = _q∂L/∂ _q − L. Esta �ultima relai�on es semejante al valor de T 00
. De esta manera

E ∝
∫
T 00

dV. Debido a esta relai�on y omo la omponente temporal del uatro{momento
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PSfrag replaements

dS(A)

dS(B)

x0 (B) = onst(B)

x0 (A) = onst(A)

Figura IV.1: Integrai�on del tensor de energ��a{momento en un volumen de uatro dimen-

siones enapsulado entre las hipersuper�ies x0 (A)
y x0 (B)

. Usando el teorema de Gauss

la integral puede ser extendida a lo largo de las hipersuper�ies mostradas en la �gura.

La integral de los extremos que se loalizan en in�nito tiene valor nulo.

es E/c, es evidente que la onstante de proporionalidad ζ = 1/c. De esta manera

pi =
1

c

∫
T ik

dSk. (20.9)

Cuando la tres{hipersuper�ie sobre la ual se realiza la integrai�on en la euai�on (20.9)

orresponde a x0 = onst, entones esta misma relai�on implia que pi =
∫
T i0

dV/c. De

esta manera, p0
representa la energ��a del sistema dividida por la veloidad de la luz c y Pα

es el tres{vetor de momento. Con esto se ve que T 00
es la densidad de energ��a (energ��a por

unidad de volumen) y T 0α/c es la densidad de momento (momento por unidad de volumen).

Para entender el signi�ado f��sio de las dem�as omponentes, separemos la euai�on (20.6)

en sus omponentes temporal y espaial respetivamente

1

c

∂T 00

∂t
+

∂T 0α

∂xα
= 0, (20.10)

1

c

∂Tα0

∂t
+

∂Tαβ

∂xβ
= 0. (20.11)
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Si ahora integramos la euai�on (20.10) sobre un tres{volumen V de tres dimensiones

y utilizamos el teorema de Gauss, entones

∂

∂t

∫
T 00

dV = −c	

∫
T 0α

daα,

en donde el elemento de �area daβ es normal a la dos{hipersuper�ie que enapsula al

tres{volumen V El lado izquierdo de esta igualdad representa el ambio en el tiempo de

la energ��a del sistema. Por lo tanto, el lado dereho debe ser la energ��a que uye a trav�es

de la frontera del volumen V por unidad de tiempo. As�� pues, la antidad Sα := cT 0α
es

un vetor que representa la densidad de ujo de energ��a, es deir, la antidad de energ��a

que uye por unidad de �area por unidad de tiempo.

De la misma manera, integrando la euai�on (20.11) en un tres{volumen y utilizando

el teorema de la divergenia se obtiene

∂

∂t

∫
T 0α

c
dV = −	

∫
Tαβ

daβ.

El lado izquierdo de esta igualdad representa la raz�on de ambio del momento por

unidad de tiempo. De esta manera, el lado dereho orresponde al momento por unidad

de tiempo que uye a trav�es de la super�ie que ontiene al volumen V . As�� pues el tensor

tres{dimensional Tαβ = −σαβ representa la tensor de ujo de momento, on σαβ el tensor

de esfuerzos.

§21. Cuerpo macroscópico

Tomando en uenta futuras apliaiones, alulemos el valor del tensor de energ��a{

momento para un uerpo maros�opio (gas o uido) omo una nube de gas en el medio

interestelar, una estrella, un agujero negro o el universo en su totalidad.

Para el aso de uerpos maros�opios, el ujo de momento por unidad de �area es igual

a la fuerza, es deir, Tαβ
daβ es la fuerza que at�ua sobre el elemento de �area daβ. Para

simpli�ar los �alulos, esojamos el elemento de uido en uesti�on en reposo. En otras

palabras, analiemos el omportamiento de este peque~no elemento en su sistema propio

de referenia . En este sistema el prinipio de Pasal es v�alido: \la presi�on que se ejere

sobre una pori�on del uido es la misma en todas direiones y es perpendiular a la
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106 IV HIDRODINÁMICA RELATIVISTA

super�ie sobre la que at�ua". De esta manera, Tαβ
daβ = Pdaα = δαβPdaβ. La antidad

T 00
representa la densidad de energ��a interna e propia del uido. Como el elemento de uido

se enuentra en reposo en su sistema propio, entones T 0α = 0. As�� pues, en el sistema

propio de referenia el tensor T ik = diag[e, p, p, p]. Utilizando la uatro{veloidad ui

esta relai�on puede esribirse omo

T ik = ωuiuk − pgik, (21.1)

donde ω = e+p es la entalp��a por unidad de volumen. En la euai�on (21.1) aparee �uni-

amente una relai�on entre vetores, tensores y esalares. En otras palabras, esta relai�on

debe ser v�alida en ualquier sistema de referenia.

Cuando hablamos de hidrodin�amia relativista, las antidades omo la entalp��a por

unidad de volumen e, la presi�on p, la entrop��a por unidad de volumen σ y el volumen V

son referidos on respeto al sistema propio de referenia. Esto es ontrario a lo que se

hae en hidrodin�amia no{relativista, en donde estas antidades son medidas on respeto

al sistema de referenia del Laboratorio.

§22. Ecuaciones de la hidrodinámica

Consideremos un volumen de tres dimensiones V0 que se enuentra en reposo en el

sistema de referenia inerial del laboratorio (i.e. el sistema de referenia desde donde

analizaremos a un uido que se mueve). El n�umero de part��ulas de uido que se enuentran

enapsuladas dentro de este volumen est�a dado por la integral

∫
γndV tomada a lo largo de

todo el volumen V0. Aqu�� γ = (1 − v

2/c2)−1/2
es el fator de Lorentz para ada part��ula

de uido que se enuentra dentro del volumen V0 y que se mueve on veloidad v . La

raz�on por la que en el integrando aparee la antidad γn (y no n solamente) es porque el

volumen (1/n) sufre una ontrai�on de Lorentz al ser visto desde el sistema de referenia

del laboratorio. De auerdo a la Figura (IV.2), el n�umero de part��ulas por unidad de

tiempo que uye a trav�es del elemento de �area da est�a dado por γnv �da. Debido a que

el elemento de �area apunta haia afuera de la super�ie, entones la antidad γnv �da es

positiva si el uido uye haia afuera de la super�ie y negativa en aso ontrario.

De esta manera, el n�umero de part��ulas total que uye haia afuera a trav�es del
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PSfrag replaements

da

v dt

S0

Figura IV.2: La �gura muestra el ujo de part��ulas de un uido a trav�es de una peque~na

dos{super�ie da que es parte de la frontera S0 que enapsula al tres volumen V0 . El

ujo de part��ulas (antidad de part��ulas que uyen a trav�es de un �area por unidad de

tiempo) que pasa por el peque~no ilindro de altura vdt y base da est�a dado por γnv �da.

volumen V0 por unidad de tiempo est�a dado por la integral

	

∫
γnv �da (22.1)

tomada sobre la super�ie errada S0 que es frontera de V0. Por otra parte, el deremento

del n�umero de part��ulas del volumen V0 por unidad de tiempo est�a dado por

−
∂

∂t

∫
γndV . (22.2)

Igualando la euai�on (22.1) on la relai�on (22.2) se obtiene que

∫
∂ (nγ)

∂t
dV = −	

∫
nγv �da = −

∫
div (γnv )dV .

Debido a que el volumen V0 es arbitrario y teniendo en uenta que la uatro veloidad

est�a dada por la euai�on (13.30) se sigue que

∂nk

∂xk
= 0, (22.3)

donde nk := nuk
es el uatro{vetor de ujo de part��ulas. La euai�on (22.3) es la eua-
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i�on de ontinuidad en hidrodin�amia y expresa la onservai�on de masa. Las restantes

euaiones de la hidrodin�amia est�an ontenidas en la relai�on (20.6) mediante la sustitu-

i�on de la euai�on (21.1).

Hagamos la proyei�on de la euai�on (20.6) en la direi�on de ui
, es deir, tomemos

la ontrai�on ui∂T
ik/∂xk. Debido a que

∂Tk
i

∂xk
= ui

∂
Ä
ωuk

ä

∂xk
+wuk∂ui

∂xk
−

∂p

∂xi
= 0,

y omo uiui = 1 obtenemos para la ontrai�on

∂(ωuk)

∂xk
− uk ∂p

∂xk
= 0.

Utilizando la igualdad ωuk = nuk(ω/n) y la euai�on de ontinuidad (22.3) en la relai�on

anterior se obtiene que

nuk

{
∂

∂xk
(ω/n) −

1

n

∂p

∂xk

}
= 0 (22.4)

La primera ley de la termodin�amia en su forma no{relativista puede esribirse omo

dǫ = Tds − pdV (22.5)

o bien,

dw = Tds+ Vdp (22.6)

donde w = ǫ + pV es la entalp��a espei�a (entalp��a por unidad de masa) medida en

el sistema de referenia del laboratorio, ǫ es la energ��a interna espei�a, s la entrop��a

espei�a y V el volumen espei�o. La euai�on (22.6) puede generalizarse de manera

relativista omo

d(ω/n) = Td(σ/n) + (1/n) dp, (22.7)

siendo σ la entrop��a por unidad de volumen en el sistema propio de referenia del uido.
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As�� pues, on ayuda de la euai�on (22.7), la euai�on (22.4) puede esribirse omo

uk∂ (σ/n)

∂xk
=

d (σ/n)

ds
= 0. (22.8)

En otras palabras, ya que σ/n = onst a lo largo de la trayetoria del uido, se die que

este mismo se mueve de manera adiab�atia

†
. A esta lase de uidos se les denomina tam-

bi�en ideales puesto que no existen p�erdidas (o gananias) de energ��a mediante visosidad,

ondutividad t�ermia y/o radiai�on.

Por otra parte, un tensor ortogonal a ui
es δli−uiu

l
ya que la ontrai�on de estos dos

es nula. Proyetemos la euai�on (20.6) en la direi�on de este tensor para obtener as��

ωuk ∂ui

∂xk
=

∂p

∂xi
− uiu

l ∂p

∂xl
. (22.9)

�

Esta es la famosa Euai�on de Euler en su forma uatro{dimensional.

Tarea 5

(i) Muestra que la omponente temporal de la euai�on de Euler (22.9) se sigue de

las omponentes espaiales. En otras palabras, la omponente temporal est�a de m�as

siempre y uando se tengan las otras omponentes.

(ii) Demuestra que las omponentes espaiales de esta euai�on pueden esribirse omo

γ2ω

c2

{
∂v

∂t
+ v �grad v

}
= −gradp−

v

c2

∂p

∂t
, (22.10)

�

Esta es la euai�on de Euler en su forma relativista.

(iii) La omponente temporal de la euai�on de Euler en su forma uatro{dimensional para

ujo estaionario (ujo para el ual ∂/∂t = 0) es ωuα∂u0/∂x
α = −u0u

α∂p/∂xα. Si el

ujo es tambi�en adiab�atio entones on ayuda de la primera ley de la termodin�amia

†
Cuando σ/n es onstante en todo el uido, deimos que el ujo es isentr�opio.
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muestra que la derivada en la direi�on de la veloidad se anula

v � grad (γω/n) = 0.

En otras palabras, la antidad

γω

n
= onst , (22.11)

a lo largo de una linea de orriente

†
. La euai�on (22.11) es la euai�on de Bernoulli

en su forma relativista. La onstante que aparee en el lado dereho de esta relai�on

varia para distintas lineas de orriente.

(iv) Muestra que uando el ujo es adiab�atio, la euai�on de Euler puede esribirse omo

uk ∂

∂xk
(ωui/n) =

∂

∂xi
(ω/n) . (22.12)

Si el ujo es adem�as estaionario, muestra que la euai�on (22.12) puede esribirse

omo

γ(v �grad)(γωv/n) + c
2grad(ω/n) = 0.

Demuestra tambi�en que la multipliai�on esalar de esta euai�on on v implia que a

lo largo de ualquier linea de orriente la antidad en la euai�on (22.11) es onstante.

En otras palabras, on esta multipliai�on demuestra la euai�on de Bernoulli.

§23. Hidrodinámica no–relativista

Para derivar las euaiones no{relativistas de la hidrodin�amia notemos primero la

diferenia entre los valores de las antidades termodin�amias en el aso relativista y el

aso no{relativista. Para omenzar, las antidades en el aso relativista son de�nidas on

respeto al sistema propio de referenia del uido. En me�ania no{relativista estas an-

tidades son referidas al sistema de referenia del laboratorio, i.e. a un sistema de refenia

inerial en donde se observa el movimiento del uido. En el aso relativista las antidades

termodin�amias omo la densidad de energ��a interna e, la densidad de entrop��a σ, y la

†
Matem�atiamente las lineas de orriente se de�nen omo las urvas (x, y, z) para las uales dx/vx =

dy/vy = dz/vz = dt. Solamente uando el ujo es estaionario, i.e. uando ∂/∂t = 0, entones las l��neas de

orriente representan las trayetorias reorridas por ada part��ula de uido.
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densidad de entalp��a ω son todas de�nidas on respeto al volumen propio del uido. En

me�ania no{relativista, estas antidades est�an de�nidas en unidades de la masa del ele-

mento de uido al que se re�eren. Por ejemplo, la energ��a interna espei�a ǫ, la entrop��a

espei�a s y la entalp��a espei�a w son todas medidas por unidad de masa en el siste-

ma de referenia del laboratorio. Adiionalmente, uando tomamos el l��mite no{relativista,

uando la veloidad de la luz tiende a in�nito, debemos reordar que la densidad de energ��a

interna e inluye a la densidad de energ��a en reposo nmc
2
, donde m es la masa en reposo

de la part��ula de uido en onsiderai�on. En el mismo l��mite, el volumen debe sufrir una

ontrai�on debido a la ontrai�on de Lorentz que se efet�ua al efetuar la transformai�on

del sistema propio de referenia propio del uido al sistema de referenia del laboratorio.

As�� pues, los siguientes l��mites deben tomarse al pasar de me�ania de uidos relativista a

no{relativista

mn −−−→
c→∞

ρ
Ä
1− v

2/c2
ä1/2 ≈ ρ

Ä
1+ v

2/2c2
ä
,

e −−−→
c→∞

nmc
2 + ρǫ ≈ ρc2 +

1

2
ρv 2 + ρǫ,

ω

n
−−−→
c→∞

mc
2 +m

(

ǫ+
p

ρ

)

≈ m
Ä
c
2 +w

ä
, (23.1)

donde ρ es la densidad de masa del uido medida en el laboratorio del sistema.

Tarea 6

(i) Utilizando los l��mites no{relativistas, muestra que la euai�on de ontinuidad, la

euai�on de Euler en su forma tres{dimensional y la euai�on de la onservai�on de

la entrop��a pueden esribirse omo

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (23.2)

∂v

∂t
+ (v �grad) v = −

1

ρ
gradp, (23.3)

∂s

∂t
+ (v � grad) s = 0. (23.4)

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



112 IV HIDRODINÁMICA RELATIVISTA

(ii) De la misma forma, muestra que la euai�on de Bernoulli puede esribirse en su

versi�on no{relativista omo

1

2
v

2 +w = const. (23.5)

>Qu�e relai�on tiene la onstante del lado dereho de esta euai�on on la onstante

que aparee en la euai�on de Bernoulli?

§24. Cosmoloǵıa Newtoniana

La apliai�on m�as senilla que existe utilizando hidrodin�amia no{relativista en As-

trof��sia es haia el universo mismo. Todo onsiste en imaginar al universo omo onsti-

tuido por part��ulas de uido que representan las galaxias: \el uido universal". Distintas

observaiones muestran que el universo a larga esala es homog�eneo e isotr�opio (f. sei�on

§4).

Consideremos un origen de oordenadas O amarrado a nuestra galaxia. Otra galaxia

on origen de oordenadas O ' se mueve on veloidad v(r) on respeto a nuestra galaxia

y r es el radio{vetor medido on respeto a O. La galaxia en O ' se loaliza en r = a.

De esta manera, la galaxia on origen O ' se mueve on el uido universal on respeto a

O. Si un observador en O ' ve una galaxia en la posii�on r ′
y mide la veloidad de esta

misma omo v
′(r ′) = v

′(r − a), entones de auerdo a la ley de adiiones de veloidades

de Galileo

v
′(r ′) = v

′(r − a) = v(r) − v (a). (24.1)

Debido a la homogeneidad e isotrop��a del universo, la densidad de masa ρ y la presi�on

p son tales que

ρ ′(r ′) = ρ ′(r − a) = ρ(r),

p ′(r ′) = p ′(r − a) = p(r). (24.2)

Sin embargo, el prinipio osmol�ogio die que \no vivimos en un lugar privilegiado".

En otras palabras, las euaiones (24.1)-(24.2) son v�alidas para ualquier origen O que se
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tome en el universo. De esta manera, la euai�on (24.1) signi�a que la veloidad debe

ser neesariamente una funi�on lineal del radiovetor v (r) = ξ(t)r + onst. Debido a que

v(r = 0) = 0, la onstante en esta euai�on debe ser ero. Al heho de que la veloidad sea

proporional a la distania se le denomina ley de Hubble

†
. Por omodidad, introduzamos

un sistema de oordenadas amarrado a las galaxias. Estas oordenadas de omovimiento

est�an de�nidas por

r = R(t)r0, (24.3)

donde R(t) es el fator de expansi�on que est�a normalizado a una determinada �epoa de

tal forma que R(t0) = 1 on r(t0) = r0. As��, la ley de Hubble (24.1) es tal que

v =
_R

R
r = f(t)r ( _[ ] := (d[ ]/dt) . (24.4)

Dado a que no hay reai�on espont�anea de materia en el universo, entones la euai�on

de ontinuidad (23.2) es v�alida. Esta euai�on on ayuda de la ley de Hubble y el heho de

que la densidad ρ(t) s�olo es funi�on del tiempo t se sigue que _ρ/ρ = −3 _R/R y por lo tanto

ρR−3 = ρ(t0). (24.5)

Por otra parte la euai�on de Euler (23.3), uando la gravedad propia del gas se toma

en uenta, puede esribirse omo

∂v

∂t
+ (v � grad) v = −

1

ρ
gradp− gradφ, (24.6)

donde g = −gradφ es la aelerai�on gravitaional y φ el potenial gravitaional. Sustitu-

yendo la ley de Hubble (24.4) en la euai�on de Euler (24.6) se obtiene

3( _f + f2) = −∆φ = −4πGρ, (24.7)

donde G es la onstante de gravitai�on universal y la igualdad del lado dereho de la

euai�on se obtiene graias a la euai�on de Poisson (∆φ := ∇2φ = 4πGρ) para el

†
Este heho de que las galaxias est�en alejandose unas de otras fue desubierto por Edwin Hubble y

Milton L. Humason en 1929. Ellos enontraron una proporionalidad aproximada entre el orrimiento al

rojo (f. euai�on (65.5)) de 48 galaxias y su distania.
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114 IV HIDRODINÁMICA RELATIVISTA

ampo gravitaional. De aqu�� se sigue que el ampo gravitaional del universo est�a dado

por

g = −
4

3
πGρr. (24.8)

Sustituyendo el valor de f en la euai�on (24.7) y utilizando la relai�on (24.5) se obtiene

la \euai�on de movimiento del universo"

�RR2 = −
4

3
πGρ(t0) = −C (24.9)

donde C es una onstante positiva. Debido a que d/dt = _Rd/dR, la euai�on (24.9) puede

integrarse para obtener

1

2
_R2 +

C

R
= −

1

2
κ. (24.10)

El primer t�ermino del lado izquierdo en esta euai�on es la energ��a in�etia del universo

en expansi�on. El segundo t�ermino es la energ��a produida por las fuerzas de presi�on y el

t�ermino de la dereha es entones la energ��a total del sistema. En el ap��tulo de osmolog��a

veremos que la onstante κ representa la urvatura del universo. La forma de alularla

es utilizando una teor��a relativista de la gravitai�on. Para analizar la din�amia del universo

en expansi�on analiemos los siguientes asos

✞ Curvatura negativa. ➜ Hagamos el ambio κ → −κ > 0. De esta manera la energ��a

total del universo es positiva y en el l��mite uando R → ∞, es deir uando t → ∞, se

obtiene de la euai�on (24.10) R =
√
kt, es deir, el universo est�a abierto y se expande

por siempre.

✞ Cero urvatura. ➜ La solui�on de la euai�on (24.10) on κ = 0 es R = (9C/2)1/3t2/3

uando t → ∞

✞ Curvatura positiva. ➜ Para este aso la energ��a total del universo es negativa y R → 0

uando t → t⋆ para un ierto tiempo �nito t⋆ (ver tarea 7). En otras palabras, el

universo se reolapsa despu�es de un determinado tiempo t⋆.

Tarea 7
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(i) Resuelve la euai�on de movimiento del universo (24.9) por ompleto para los asos

en los que (a) la urvatura es negativa, (b) la urvatura es ero y () la urvatura

es positiva. Muestra que en el �ultimo aso el universo se reolapsa despu�es de un

tiempo �nito pasada la "gran explosi�on". >Cu�al es el valor de este tiempo?

(ii) Dibuja un diagrama de R vs. t en donde esquem�atiamente muestres que suede para

ada uno de los asos del iniso anterior.
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Caṕıtulo V

Estrellas

Una estrella es una masa gaseosa su�ientemente grande la ual se mantiene estable

graias a poseer un equilibrio entre las fuerzas de presi�on produidas por su propio gas

on las fuerzas gravitaionales que el mismo genera e intentan olapsarla. La temperatura

en el entro de estos objetos se eleva tanto que se logran formar reaiones termonuleares

en su interior. En este ap��tulo analizaremos las propiedades b�asias de las estrellas, su

naimiento, su evolui�on y su muerte.

§25. Criterio de Jeans

Cada objeto que observamos en el universo existe graias a que hay un equilibrio entre

iertas fuerzas de la naturaleza que lo mantiene estable. De entre este o�eano inmenso de

estruturas, existen unas las uales resultan relativamente simples de analizar: las nubes .

En astrof��sia se de�ne a una nube omo un objeto gaseoso (t��piamente de unos uantos

parses de longitud arater��stia para nubes sumergidas en el medio interestelar) el ual

se enuentra en equilibrio de presiones on su medio ambiente, es deir, p
nube

= p
medio

. En

t�erminos generales, dadas las dimensiones de estas nubes y a pesar de su baja densidad (la

ual llega alanzar en oasiones valores extremos de hasta 10

−3
m

−3
), la gravedad propia

de las mismas debe tomarse en onsiderai�on. La gravedad produida por ada una de las

part��ulas de gas induen a la nube a olapsarse gravitaionalmente. No obstante, las fuerzas

de presi�on t�ermia (i.e. presi�on generada por la energ��a in�etia de las mol�eulas de un gas

{por ejemplo, la presi�on atmosf�eria es un ejemplo de presi�on t�ermia) at�uan en sentido
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inverso a las fuerzas de gravedad. De esta manera podemos de�nir m�as preisamente a una

nube en astrof��sia omo una masa de gas en la ual las fuerzas de presi�on y las fuerzas

gravitaionales son tales que la nube se enuentra en equilibrio me�anio.

Se die que una nube (o ualquier otro objeto gaseoso on gravedad onsiderable omo

la atm�osfera terrestre) se enuentra en equilibrio hidrost�atio uando el lado izquierdo

de la euai�on de Euler (24.6) (en el aso en que se onsideran fuerzas de presi�on t�ermia

y fuerzas gravitaionales solamente) es id�entiamente igual a ero. Esto no signi�a que

neesariamente las part��ulas de uido se enuentran en reposo. La �unia restrii�on que

se obtiene es que dv/dt = 0. Con esto, la euai�on (24.6) implia que

gradp = −ρgradφ, (25.1)

en otras palabras, las fuerzas de presi�on t�ermia (lado izquierdo de la euai�on (25.1))

balanean a las fuerzas de gravedad (lado dereho de la euai�on (25.1)).

Analiemos ahora bajo que ondiiones este balane entre fuerzas de gravitai�on y

fuerzas de presi�on t�ermia es v�alido. Para esto, utiliemos el heho de que, dada la simetr��a

esf�eria de la fuerza de gravitai�on, la nube debe poseer simetr��a esf�eria y por lo tanto la

euai�on (25.1) puede esribirse omo

dp

dr
= G

ρm(r)

r2
, (25.2)

en donde r es la distania radial y la masa m(r) evaluada en la posii�on r est�a dada por

m(r) =

∫
ρ(r)dV =

r∫

0

π∫

0

2π∫

0

r2 sin θρ(r)drdθdϕ =

∫

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

dΩ

∫ r

0

ρ(r) r2dr = 4π

∫ r

0

ρ(r) r2dr,

(25.3)

onΩ el �angulo s�olido. Los �angulos polar y azimutal est�an dados por θ y ϕ respetivamente.

Para enontrar un riterio lineal que desriba el equilibrio que se muestra en la eua-

i�on (25.2), aproximemos esta euai�on a orden de magnitud. Lo mismo se obtiene si se

hae una perturbai�on a primer orden de las euaiones de la hidrodin�amia on las mis-

mas suposiiones. Para esto, onsideremos una longitud arater��stia l, digamos el radio

de la nube. De esta manera, dp/dr ≈ p/l y GM/r2 ≈ GM/l2, donde M ≈ ρl3 representa
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la masa total de la nube. Con esto y utilizando el heho de que p ≈ ρc2, on c la veloidad

del sonido, la euai�on (25.2) toma la forma

l ≈ c√
Gρ

:= l
J

. (25.4)

Diho de otra forma, una nube de gas sobre la ual �uniamente at�uan fuerzas de presi�on

y de gravedad, se enuentra en equilibrio uando su dimensi�on es del orden de la longitud

de Jeans l
J

:= c/
√
Gρ. Este riterio de estabilidad se denomina el riterio de estabilidad

de Jeans y es uno de los oneptos m�as importantes en toda la astrof��sia. Tan importante

que vale la pena repetir el �alulo de otra manera. Para esto, onsideremos nuevamente

una nube de longitud arater��stia l. El tiempo de olapso t
ol

, i.e. el tiempo que tardar��a

la nube en \aer" sobre si misma uando �uniamente la gravedad at�ua, est�a dado aproxi-

madamente por el tiempo que tardar��a esta misma en aer libremente desde su super�ie.

El tiempo de a��da libre est�a dado por el radio de la nube divido por la veloidad de a��da

libre evaluada a este radio

t
ol

≈
Ç

R3

GM

å1/2

. (25.5)

Por otra parte, el tiempo t
s

que una onda de sonido tarda en ruzar la estrutura de la

nube est�a dado por el radio de la nube l dividido por la veloidad de sonido c. Este tiempo

mide el lapso m�aximo para que la nube en su totalidad se entere que una perturbai�on

heha en alguna antidad hidrodin�amia (exepto la entrop��a y la vortiidad) se llev�o aabo

en alg�un lugar de la nube. En otras palabras, el tiempo de rue del sonido es el tiempo en

el ual la presi�on es apaz de estabilizar a la nube ante ualquier ambio que se requiera.

De esta manera, una nube en equilibrio debe satisfaer el heho de que t
ol

= t
s

. De aqu��

se sigue inmediatamente que la longitud l ser�a igual a la longitud de Jeans l
J

.

Cuando las fuerzas de gravedad son mayores que las fuerzas de presi�on la nube sufre

un olapso gravitaional . Este olapso suede uando la euai�on (25.2) toma la forma

dp

dr
. G

ρm(r)

r2
, (25.6)

y por lo tanto la longitud de la nube l es tal que
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l & l
J

=
c√
Gρ

. (25.7)

Inversamente, si los gradientes de presi�on son m�as grandes que las fuerzas gravitaionales

entones la nube tiende a expandirse. La ondii�on matem�atia que expresa esto es l . l
J

.

Cuando l & l
J

se obtiene un olapso gravitaional puesto que los gradientes de presi�on

no son su�ientes para sostener la intensidad de la fuerza gravitaional. Este es uno de los

riterios m�as importantes en la astrof��sia y se denomina el riterio de inestabilidad de

Jeans . Se de�ne la masa de Jeans M
J

= ρl3
J

. De esta manera se die que una nube de

gas es gravitaionalmente inestable si su masa M es mayor a la masa de Jeans M
J

.

En el aso de una nube moleular en el medio interestelar, el olapso gravitaional

induido por el riterio de inestabilidad de Jeans indue la formai�on de estrellas. Esto

suede porque uando la nube se olapsa entones su temperatura aumenta tanto hasta

que se logran mantener estables proesos de fusi�on nulear, y por lo tanto las fuerzas de

presi�on extra que apareen debido a la liberai�on de energ��a nulear (no lo olvides: presi�on

es energ��a por unidad de volumen {o lo que es lo mismo, densidad de energ��a) son apaes

de detener el olapso y mantener a la estrella en equilibrio hidrost�atio. A groso modo,

una estrella es un objeto gravitaional ompato (desde una frai�on de masa solar hasta

no m�as de unas uantas deenas) que se mantiene estable graias a balane de fuerzas

de presi�on on fuerzas de gravedad y que posee reaiones termonuleares en su interior.

Los detalles que siguen despu�es del olapso gravitaional de una nube hasta formar una

estrella (o varias {las estrellas asi siempre se observan en parejas, por lo tanto se ree

que un olapso gravitaional de una nube moleular induza la formai�on de m�as de una

estrella) no se saben on erteza. Para esto se requiere de omputo exesivo que a la feha

ninguna omputadora ha sido apaz de realizar de manera satisfatoria. Sin embargo, se

espera que uando se logre produir la inestabilidad de Jeans se produza por lo menos

una estrella.

§26. Enerǵıa de amarre gravitacional

A manera de introdui�on omenemos por alular la energ��a que se requiere para

ensamblar gravitaionalmente a una distribui�on de part��ulas (masas) arbitrarias. Pri-
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meramente alulemos el trabajo efetuado para llevar a una part��ula de masa m desde

in�nito hasta una posii�on r �ja a trav�es de ualquier trayetoria. Si el potenial gravita-

ional est�a dado por φ entones este trabajo est�a dado porm
∫r
∞
g �dl, en donde g := −∇φ

representa la aelerai�on gravitaional y dl es el elemento de longitud sobre la trayetoria.

Se de�ne la energ��a de amarre gravitaional de una part��ula omo el trabajo heho en

ontra de las fuerzas gravitaionales para ensamblar a esta part��ula en un ampo gravi-

taional φ. En otras palabras, la energ��a de amarre gravitaional W de una part��ula de

masa m est�a dada por

†

W = −m

∫ r

∞

g �dl = +m

∫ r

∞

∇φ � dl = m
(

φ(r− φ(∞))
)

= mφ(r) = −Gm

∫
ρ ′
dV

′

|r − r ′|
,

(26.1)

y oinide on la energ��a potenial gravitaional de una part��ula de masa m.

Supongamos ahora que tenemos una distribui�on de part��ulas en in�nito y queremos

amarrarlas gravitaionalmente. Para failitar el �alulo supongamos que ya se tiene a unas

uantas part��ulas amarradas iniialmente, de tal manera que existe una densidad ρ(r) y

un potenial φ(r) predeterminado por estas masas. Traigamos a una masa in�nitesimal

δm desde in�nito hasta la posii�on r. El trabajo heho al realizar este proeso est�a dado

por δmφ(r). De esta manera, debido a que hemos a~nadido un inremento de densidad

δρ(r) a la on�gurai�on iniial, el ambio en la energ��a potenial de la on�gurai�on est�a

dado por

δW =

∫
δρ(r)φ(r)dV . (26.2)

Utilizando la euai�on de Poisson para el ampo gravitaional

∆φ := ∇2φ = 4πGρ, (26.3)

y el teorema de Gauss, la euai�on (26.2) puede ser esrita omo

†
>Por qu�e se le llama energ��a de amarre? Simplemente porque es la energ��a neesaria para llevar a la

part��ula de masa m desde una posii�on r hasta in�nito. Diho de otro modo, es la energ��a que mantiene

amarrada a la part��ula de masa m a la distania r sobre el ampo gravitaional φ.
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δW =
1

4πG

∫
φ∇2(δφ)dV =

1

4πG

{∫
φ∇ (δφ) �da−

∫
∇φ �∇ (δφ)

}
. (26.4)

La primer integral del lado dereho de la euai�on (26.4) se anula debido a que el ampo se

desvanee en in�nito

†
. Por otra parte, ∇φ �∇(δφ) = δ|∇φ|2/2 y entones la euai�on (26.4)

toma la forma

δW = −
1

8πG
δ

(
∫
|∇φ|2 dV

)

. (26.5)

Si ahora sumamos todas las ontribuiones a la energ��a de amarre, es deir,

∫
δW, entones

obtenemos la energ��a de amarre de un objeto que se enuentra atado gravitaionalmente

entre s��

W = −
1

8πG

∫
|∇φ|2 dV = −

1

8πG

{∫
φ∇φ � da−

∫
φ∇2φdV

}
=

1

2

∫
ρ(r)φ(r)dV , (26.6)

en donde el pen�ultimo y �ultimo paso de la euai�on (26.6) se obtuvieron respetivamente

utilizando el teorema de la divergenia y la euai�on de Poisson (26.3). El valor absoluto

de la energ��a de amarre representa la energ��a m��nima neesaria para {por ejemplo{ dada

una on�gurai�on atada gravitaionalmente (e.g. una estrella, una nube, et.) enviar a ada

una de sus part��ulas hasta in�nito, de tal forma que no volver�an a reuperar su amarre

de ninguna manera

‡
.

†
Para ser exatos, el ampo φ ∝ 1/r uando r → ∞ y en el mismo l��mite |gradφ| ∝ r−2

y tambi�en

|da| ∝ r2. Con esto es evidente la nulidad de la integral en la euai�on (26.4).

‡
En la pel��ula de la guerra de las galaxias se observa la destrui�on del planeta Alderan. La energ��a

m��nima neesaria para lograr su destrui�on total utilizando la estrella de la muerte est�a dada por la

euai�on (26.6). A manera de uriosidad, alula uanta energ��a de amarre posee la tierra y alula uanta

energ��a (en forma de bombas nuleares) se neesita para onvertirla en a~nios. Para esto te ser�a �util saber

que una bomba nulear genera energ��as que var��an entre 10 (Hiroshima) a 50 (Tsar, la explosi�on nulear

m�as violenta realizada por la entones Uni�on Sovi�etia) megatones. La bomba Tsar, dise~nada por los

Sovi�etios, pod��a alanzar <hasta 100 megatones!. Esta bomba no fue reada para su uso en guerra, sino

para demostrar el poder��o de la Uni�on Sovi�etia al resto de la humanidad (prinipalmente a los Estados

Unidos de Am�eria) durante la guerra fr��a. Se de�ne un megat�on (Mt) omo la energ��a explosiva equivalente

a la explosi�on de 106 toneladas de TNT (Tri-Nitro-Tolueno) y que se libera al 100% en una sola explosi�on

de manera instant�anea. Para ser m�as preisos 1Mt = 10

5

al = 4.2× 10

15

J = 4.2PJ(petajoules).
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§27. Ecuaciones de estructura estelar

El valor num�erio del tiempo de olapso de la euai�on (25.5) est�a dado por

t
ol

≈ 27

(

R

R⊙

)3/2 ( M

M⊙

)−1/2

min, (27.1)

donde el sub��ndie ⊙ se re�ere a los valores para el sol. Por ejemplo R⊙ es el radio del sol y

M⊙ es la masa del mismo. Por otra parte, el tiempo t
K

que se tarda una estrella en agotar

toda su energ��a gravitaional de amarre uando radia on una luminosidad L se denomina

el tiempo de Kelvin y est�a dado por

t
Kelvin

≈ GM2

RL
≈ 3× 107

(

M

M⊙

)2 ( R

R⊙

)−1 ( L

L⊙

)−1

a~nos. (27.2)

Para el sol, t
ol

≪ t
Kelvin

y por lo tanto el sol debe estar muy era de un equilibrio

hidrost�atio. Por lo tanto la euai�on (25.1) es v�alida. Para eliminar a φ de esta euai�on

lo m�as simple es tomar el divergente de ambos lados de la igualdad y utilizar la euai�on

de Poisson (26.3) para el ampo gravitaional. De esta manera se obtiene que

∇ �

(

1

ρ
∇p

)

= −∆φ = −4πGρ. (27.3)

Utilizando el heho de que la simetr��a es esf�eria, entones la euai�on (27.3) puede esri-

birse omo

1

r2
d

dr

Ç
r2

ρ

dP

dr

å
= −4πGρ. (27.4)

La manera tradiional de obtener la euai�on (27.4) (aunque quiz�as no la m�as direta)

es omo sigue. Consideremos una nube (o estrella) que se enuentra en equilibrio de fuerzas

de presi�on y fuerzas gravitaionales. De esta manera la euai�on (25.1) se onvierte en la

relai�on (25.2), donde m(r) (la masa ontenida dentro del asar�on on radio r) est�a dado

por la igualdad (25.3). La euai�on (25.3) puede esribirse omo

dm

dr
= 4πr2ρ. (27.5)

Multipliando la euai�on (25.2) por r2, derivando on respeto a r y utilizando la
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euai�on (27.5) se obtiene

d

dr

Ç
r2

ρ

dp

dr

å
= −4πGρr2. (27.6)

que es justamente la euai�on (27.4).

Las euaiones (25.2) y (27.5) son exesivamente importantes para el estudio de la es-

trutura de interiores estelares. Se denominan respetivamente primera y segunda eua-

iones de estrutura estelar.

Tarea 8

En lo subseuente utilizaremos lo que se onoe omo un gas politr�opio. Se die que

un ambio politr�opio en las variables termodin�amias de un gas ourre si diho ambio

se realiza de manera uasi{est�atia y es tal que su alor espe���o permanee onstante

durante todo el proeso termodin�amio. A partir de esto puede mostrarse que la presi�on

p y la densidad ρ de diho gas est�an relaionadas mediante

p ∝ ρκ, (27.7)

donde la onstante κ se onoe omo el ��ndie politr�opio. Como ya sabemos, en el aso de

un gas ideal su valor es κ = 5/3 para un gas monoat�omio. De heho en este aso κ = c
V

/cp,

el oiente entre los alores espe���os a volumen y presi�on onstante respetivamente. En

el aso de un gas isot�ermio la euai�on de estado de un gas ideal implia que p ∝ ρ, es deir

el ��ndie politr�opio tiene un valor igual a la unidad. Para el aso de un gas de fotones o un

gas de part��ulas relativistas (por ejemplo, eletrones relativistas) el valor de este ��ndie es

κ = 4/3. La gente que estudia estruturas estelares suele esribir la euai�on (27.7) omo

p ∝ ρ1+1/n, (27.8)

y de�ne el ��ndie politr�opio omo n. As�� pues, uando n = 3/2 el gas es un gas mo-

noat�omio ideal y uando n = 3, el gas representa un gas de fotones. En nuestro aso

utilizaremos siempre la notai�on omo en la euai�on (27.7), sin embargo para esta tarea

es m�as onveniente utilizar la notai�on de la euai�on (27.8).
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(i) Muestra que la euai�on (27.4) puede ser llevada a la forma

1

ξ2
d

dξ

(

ξ2
dθ

dξ

)

= −θn, (27.9)

donde

ρ := λθn, r := αξ, p = kρ1+1/n

α :=

{
κ (n + 1)

4πG
λ1/n−1

}1/2

La euai�on (27.9) es una de las euaiones m�as importantes de la estrutura estelar

y se denomina euai�on de Lane{Emden de orden n y desribe la variai�on de las

antidades hidrodin�amias omo funi�on de la posii�on para una estrella en equilibrio

hidrost�atio.

(ii) Las ondiiones de frontera usadas en la euai�on (27.9) en en el aso de una estrella

son p = ρ = 0 en r = R, dp/dr = 0 en r = 0 y θ = 1 en r = 0. Cuando θ = 0, es deir,

r = R se obtiene que ξ = ξ1(n), donde la funi�on ξ1 depende del ��ndie politr�opio

en uesti�on. Muestra que bajo estas irunstanias, el radio y la masa de una estrella

est�an dados respetivamente por

R = αξ1(n) =

{
(n+ 1) k

4πG

}1/2

ρ
(1−n)/2n


ξ1(n), (27.10)

M(ξ = ξ1) = −4π

{
(n + 1)k

4πG

}3/2

ρ
(3−n)/2n


[

ξ2
dθ

dξ

]

ξ=ξ1

, (27.11)

donde ρ


es el valor de la densidad en el entro de la estrella y es tal que λ = ρ


.

(iii) Utilizando las euaiones (27.10)-(27.11) o de alguna otra manera, muestra que al

eliminar ρ


se obtiene

Mn−1 ∝ Rn−3kn (27.12)
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que toma el senillo aspeto

M ∝ R
n−3
n−1 . (27.13)

uando κ es onstante. En el aso en que n = 3 (presi�on de radiai�on) entones M

es onstante y R no queda determinada. Sin embargo, uando n = 3/2 (presi�on de

gas) entones M ∝ R3
.

(iv) Por otra parte, para una on�gurai�on en equilibrio muestra que

d

dr

Ç
p+

Gm2(r)

8πr4

å
< 0. (27.14)

De la euai�on (27.14) se obtiene que la antidad p+Gm2/8πr4 alanza su valor m�aximo

en el entro de la estrella. Por lo tanto

p


>
GM2

8πR4
≈ 4.4× 1013

(

M

M⊙

)2 ( R

R⊙

)−4

Nm

−2, (27.15)

donde M := m(R) es la masa total de la estrella. Dimensionalmente, la presi�on entral est�a

dada por

p


∼
energ��a de amarre

volumen

∼ densidad de energ��a ∼
GM2

R4
. (27.16)

Para el sol, el valor de esta presi�on entral falla por un fator de alrededor de ien

debido a que no se onsider�o la aumulai�on entral de gas que se enuentra en el entro

de las estrellas.

Si suponemos que el sol se omporta omo un gas ideal, entones, la presi�on del gas

p, la temperatura T y la densidad de masa ρ (o el n�umero de part��ulas por unidad de

volumen n) est�an relaionadas mediante la euai�on de estado del gas ideal

p =
k
B

µm
ρT = nk

B

T =
R

µ
ρT, (27.17)

en donde R representa la onstante universal de los gases, k
B

es la onstante de Boltzman,

µ es el peso moleular medio y m es la masa promedio de las espeies de part��ulas en el

gas.
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Utilizando las euaiones (27.17) y (27.16) se puede alular la temperatura entral de

una estrella

T


∼
GM2

R4

µm

k
B

ρ
∼ 6× 107

(

M

M⊙

)2 ( R

R⊙

)−4 ( ρ

ρ⊙

)−1

K. (27.18)

En el aso de estrellas omo el sol (las uales est�an dominadas por hidr�ogeno), debido

a que el produto k
B

T es muho mayor que la energ��a de amarre de un �atomo de hidr�ogeno

(13.5 eV) entones el gas se enuentra totalmente ionizado y por lo tanto µ ∼ 0.5.

De la euai�on (27.18) y utilizando el heho de que ρ ∼ MR−3
se sigue que

k
B

T


∼
GMµm

R
(27.19)

A este resultado se le onoe omo el teorema virial . En el aso de estrellas (o de ual-

quier sistema errado autogravitante de masas que se enuentra amarrado por fuerzas de

uadrado inversas) suede que

�E
in

= −
�E
pot

2
, (27.20)

en donde

�E
in

representa a la energ��a in�etia promedio (en el tiempo) y

�E
pot

es la energ��a

potenial promedio.

Investiguemos m�as on respeto al teorema virial. En el aso de una estrella la energ��a

potenial est�a dada por la energ��a de amarre gravitaional de la estrella

†

E
pot

= −4πG

∫R

0

m(r)

r
ρr2dr. (27.22)

†
El �alulo de la energ��a de amarre gravitaional de una masa esf�eriamente sim�etria se hae susti-

tuyendo la euai�on (6.9) en la euai�on (26.6). Estas integrales son un tanto uanto ompliadas, por lo

que es mejor haer el �alulo de manera direta omo se hizo para la demostrai�on de la euai�on (26.6).

Consideremos que se tiene toda la masa de la estrella en in�nito y que se va a ensamblar parte por parte

a la misma. Supongamos que una ierta masa m(r) dada por la euai�on (25.3) ya se enuentra amarrada.

Si ahora se ensambla un asar�on de masa dm(r) a la masa original, entones el trabajo heho para traer

desde in�nito a este asar�on de anho dr est�a dado por −Gm(r) dm(r)/r. Por lo tanto, el trabajo total en

ensamblar a una masa esf�eriamente sim�etria desde in�nito est�a dado por

W = −G

∫
m(r) dm(r)

r
= −G

∫
m(r)ρ(r) dV

r
. (27.21)

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



128 V ESTRELLAS

Utilizando la euai�on de balane hidrost�atio (25.2) e integrando por partes on la on-

diione de que la presi�on p = 0 en r = R, se obtiene

E
pot

= 4π

∫
dp

dr
r3dr = −3

∫R

0

pdV . (27.23)

Utilizando el heho de que para un gas ideal la energ��a in�etia est�a dada por

E
kin

=
3

2
nk

B

T, (27.24)

y la euai�on del gas ideal (27.17) se obtiene entones que

E
grav

= −2E
in

. (27.25)

El teorema del virial es un resultado tan importante que vale la pena demostrarlo en su

forma general. Tomemos el produto interior de la euai�on de Euler (24.6) on el vetor

posii�on r e integremos sobre todo el volumen que oupa el objeto gaseoso para obtener

∫
r � �rρdV = −

∫
r �∇p dV −

∫
ρr �∇φdV , (27.26)

donde el punto denota derivada on respeto al tiempo

_[ ] := d/dt. Si ahora utilizamos el

heho de que d(r � _r)/dt = (1/2)d2(r � r)/dt2 = _r � _r + r � �r, entones la integral del lado

izquierdo de la euai�on (27.26), on ayuda de la euai�on de ontinuidad (23.3), se puede

esribir omo

∫
r � �rρdV = −

∫
_r2ρdV +

1

2

∫
d

2
_r2

dt2
ρdV .

=
1

2

d

2I

dt2
− 2T

(27.27)

en donde

I =

∫
r2ρdV , y T =

1

2

∫
ρ _r2dV , (27.28)

representan el momento de ineria y la energ��a in�etia (maros�opia) del sistema respe-
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tivamente.

Con ayuda del teorema de Gauss y la identidad ∇ � (rp) = r �∇p + p∇ � r el primer

t�ermino del lado dereho de la euai�on (27.26) puede esribirse omo

∫
r �∇p dV = 	

∫
rpda− 3 (κ− 1)U , (27.29)

en donde, de auerdo a la de�nii�on de un gas politr�opio y la primera ley de la termo-

din�amia, la energ��a interna del sistema para un gas politr�opio est�a dada por

U =
1

κ− 1

∫
p dV . (27.30)

Cantidades omo la presi�on y la densidad se toman siempre nulos en la frontera del uerpo

al que se re�eren. Por lo tanto, la integral de super�ie del lado dereho de la eua-

i�on (27.29) se anula.

Finalmente, la segunda integral de la euai�on (27.26) se puede llevar al arreglo

∫
ρr �∇φdV =−G

x
ρρ ′

dV dV

′ (r �∇)
1

|r − r ′|
,

=−G
x

ρρ ′
dV dV

′
Ä
r ′
�∇ ′
ä 1

|r − r ′|
,

=−
1

2
G

x
ρρ ′

dV dV

′
Ä
r �∇+ r ′

�∇ ′
ä 1

|r − r ′|
,

=−
1

2
G

x ρρ ′
dV dV

′

|r− r ′|
,

:= − M ,

(27.31)

que de auerdo a la euai�on (26.6) representa la energ��a de amarre del sistema.

Sustituyendo las euaiones (27.27), (27.29) y (27.31) en la relai�on (27.26), se obtiene

el teorema virial esalar

1

2

d

2I

dt2
= 2T + 3(κ− 1)U + M . (27.32)

Tarea 9
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En omponentes, la euai�on de Euler (24.7), puede esribirse omo

ρ
dvµ

dt
= −

∂p

∂xµ
− ρ

∂φ

∂xµ
. (27.33)

Multipliando la euai�on (27.33) por xν e integrando sobre todo el volumen que oupa la

masa de gas se obtiene

∫
ρxν

dvµ

dt
dV = −

∫
xν

∂p

∂xµ
dV −

∫
ρxν

∂φ

∂xµ
dV . (27.34)

(i) Muestra que ∫
ρxν

dvµ

dt
dV =

∫
ρ
d

dt

(

xν
dxµ

dt

)

dV − 2Tµν, (27.35)

en donde el tensor

Tµν =
1

2

∫
ρvµvνdV , (27.36)

representa el \tensor" de energ��a in�etia. De heho la ontrai�on de este tensor da

la energ��a in�etia del sistema

Tµµ = T =
1

2

∫
ρv 2

dV . (27.37)

(ii) Con ayuda del teorema de Gauss muestra que

−

∫
xν

∂p

∂xµ
dV = −

∫
pxνdaµ + δµν (κ− 1)U , (27.38)

donde la energ��a interna del sistema est�a dada por

U =
1

κ− 1

∫
p dV , (27.39)

para un gas politr�opio de ��ndie κ.

(iii) Demuestra on ayuda de la euai�on (6.8) que el tensor

Mµν := −

∫
ρxν

∂φ

∂xµ
dV = −G

∫
dVdV ′ρ(r)ρ(r ′)

xµ(xν − x ′
ν)

|r− r ′|3
. (27.40)
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Con esto muestra que el tensor Mµν es un tensor sim�etrio. Muestra tambi�en que

Mµν = −
1

2
G

∫
dVdV ′ρ(r)ρ(r ′)

(xµ − x ′
µ)(xν − x ′

ν)

|r− r ′|3
, (27.41)

y omo la ontrai�on

−M := −Mνν = −
1

2
G

∫
ρ(r)ρ(r ′)

|r − r ′|
dV dV

′, (27.42)

representa la energ��a de amarre del sistema, entones el tensor Mµν se denomina el

tensor de energ��a de amarre del sistema.

(iv) Con todo esto muestra que

∫
ρ
d

dt

(

xν
dxµ

dt

)

dV = 2Tµν + δµν(κ− 1)U + Mµν −

∫
pxνdaµ. (27.43)

Si suponemos que la presi�on {y por lo tanto la densidad tambi�en{ se anula en la super�ie

que aota al volumen de gas, entones la integral del lado dereho de la euai�on (27.43) se

anula. As��, omo el lado dereho de la euai�on ontiene tensores sim�etrios, neesariamente

el tensor del lado izquierdo de esta euai�on es sim�etrio

∫
ρ
d

dt

(

xν
dxµ

dt

)

dV =

∫
ρ
d

dt

(

xµ
dxν

dt

)

dV . (27.44)

(v) Utilizando la simetr��a del tensor de la euai�on (27.44) muestra que este mismo tensor

puede esribirse omo

1

2

∫
ρ
d

dt

(

xν
dxµ

dt
+ xµ

dxν

dt

)

dV =
1

2

d

2Iµν

dt2
, (27.45)

en donde el tensor de ineria Iµν est�a dado por

Iµν =

∫
ρxµxνdV , (27.46)

y es tal que satisfae

I = Iνν =

∫
ρr2dV , (27.47)
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en donde I es el momento de ineria.

De la euai�on (27.43) y la euai�on (27.45) se obtiene el teorema virial en su forma

tensorial
1

2

d

2Iµν

dt2
= 2Tµν + δµν(κ− 1)U + Mµν. (27.48)

La ontrai�on de la euai�on (27.48) produe el teorema del virial esalar

1

2

d

2I

dt2
= 2T + 3(κ− 1)U + M . (27.49)

(vi) Finalmente, utilizando la euai�on (27.44), o de ualquier otra manera, muestra que

el momento angular del sistema se onserva, es deir

d

dt

∫
ρ

(

xν
dxµ

dt
− xµ

dxν

dt

)

dV = 0. (27.50)

§28. Generación de reacciones nucleares

Un olapso gravitaional implia que la energ��a t�ermia aumenta pues T ∝ 1/r (f.

euai�on (27.19)). En el aso de estrellas esto genera una autoregulai�on de los proesos

de energ��a termonulear en regiones donde la presi�on es dominada por presi�on t�ermia. De

heho un olapso eleva la temperatura quien a su vez inrementa la taza de generai�on de

energ��a termonulear y por lo tanto la presi�on t�ermia (presi�on es densidad de energ��a) se

eleva de tal manera que se evita un olapso gravitaional.

La energ��a t�ermia espe���a ontando los tres grados de libertad disponibles de las

part��ulas est�a dada por

E
T

=
3

2

k
B

T

µm
, (28.1)

y la energ��a interna espe���a ǫ est�a dada por

ǫ = c
V

T, (28.2)

donde c
V

es el alor espe���o a volumen onstante que est�a relaionado on el alor
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espe���o a presi�on onstante c
p

mediante la relai�on

cp − c
V

=
k
B

µm
y κ = cp/cV . (28.3)

As�� pues, la energ��a t�ermia y la interna est�an relaionadas mediante

ET =
3

2
(κ− 1)ǫ = −

1

2
E
grav

, (28.4)

de auerdo al teorema virial (27.25) para una estrella. Por lo tanto, la energ��a total E
tot

de

una estrella est�a dada por

E
tot

= ǫ+ E
grav

=
3κ− 4

3(κ − 1)
E
grav

. (28.5)

De esta manera, uando κ > 4/3 entones ǫ > |E
grav

| y por lo tanto no existe un olapso

gravitaional. Sin embargo uando 1 < κ < 4/3 entones la energ��a total es negativa y al no

haber su�iente presi�on t�ermia, puesto que ǫ < |E
grav

|, se genera un olapso gravitaional.

En los ejemplos previos se ha onsiderado gases para los uales κ = 5/3 y por lo tanto

son apaes de detener un olapso gravitaional mediante la presi�on t�ermia que el mismo

gas produe. Sin embargo, existe otra situai�on para la ual κ = 4/3. Esto ourre uando

la presi�on est�a dominada por la radiai�on de la estrella o bien por presi�on degenerativa

relativista omo veremos m�as adelante. Las on�guraiones de equilibrio en estos asos son

inestables.

Cuando se origina un olapso gravitaional a partir de una nube de gas difusa la mayor

parte de la energ��a gravitaional es radiada y la presi�on entral y la temperatura se elevan

hasta que se da lugar a fusi�on termonulear. El elemento m�as abundante en el universo

(∼ 70%) es hidr�ogeno y por lo tanto la reai�on termonulear a que se da origen es a la

fusi�on de hidr�ogeno en helio. Para esto se requiere temperaturas del orden de 10

6

K. A esta

temperatura el gas se enuentra altamente ionizado. Para estrellas omo el sol, la reai�on

m�as importante es la adena prot�on{prot�on (adena p{p)
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p+ p −→ D+ e+ + νe

p+D −→ He3 + γ

He3 +He3 −→ He4 + 2p, (28.6)

que genera del orden de 26.6MeV por ada He4 formado. Esto equivale a ∼ 0.007mc
2
,

donde m es la masa iniial de los uatro protones utilizados en la adena. La taza de

ambio de la generai�on de energ��a espe���a (energ��a por unidad de tiempo por unidad

de masa) es ǫ ∝ ρT 4
y tiene un valor de ∼ 10

−4
Wkg

−1
para el sol.

Reaiones m�as energ�etias son llevadas aabo, siendo el ilo CNO (Carb�on{Nitr�ogeno{

Oxigeno) la m�as importante para estrellas masivas. En este aso, la taza de ambio de

generai�on de energ��a espe���a est�a dada por ǫCNO ∝ ρT 15
.

La onservai�on de la energ��a generada en el interior de una estrella debida a sus

reaiones nuleares puede esribirse omo

L =

∫
ρǫdV = 4π

∫
ρǫr2dr,

en donde L es la luminosidad y ǫ es la energ��a espe���a (energ��a por unidad de masa) por

unidad de tiempo que se genera dentro de la estrella. Esta �ultima euai�on es om�unmente

esrita en forma diferenial y representa la terera euai�on de estrutura estelar

dL

dr
= 4πr2ρǫ. (28.7)

La energ��a generada en el interior del sol esapa del mismo debido a radiai�on era del

n�uleo y a onvei�on en las partes m�as externas.

La uarta y �ultima euai�on de estrutura estelar tiene que ver on el transporte de

energ��a del entro haia la super�ie de la estrella. Esto orresponde a transportar energ��a

por ondui�on, onvei�on y/o radiai�on de las partes entrales de una estrella haia

su exterior. De estas formas de transporte energ�etio, la ondui�on y la radiai�on no

son muy diferentes. La ondui�on, llevada aabo prinipalmente por eletrones, onsiste

en que eletrones on energ��as elevadas provenientes de regiones alientes olisionen on

eletrones de energ��as bajas que se enuentran en regiones fr��as, transmitiendo de esta
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§28 GENERACIÓN DE REACCIONES NUCLEARES 135

manera energ��a y elevando as�� la temperatura. En el aso de la radiai�on, son los fotones

los que se enargan de energetizar (alentar) las partes menos energ�etias (fr��as) de la

estrella.

El ontenido energ�etio y el amino libre medio (i.e. la distania promedio que reo-

rre una part��ula entre dos olisiones suesivas) de los eletrones y/o los fotones son los

fatores que determinan la e�ienia del transporte energ�etio. La energ��a t�ermia de los

eletrones (= (3/2)nk
B

T) es muho mayor que la energ��a t�ermia de los fotones (= aT 4
)

†
.

Por otra parte, si el amino libre medio es grande, entones las part��ulas (eletrones o

fotones) pueden reorrer grandes distanias, partiendo desde regiones en donde la tempe-

ratura es elevada, hasta los lugares en los uales la temperatura es baja y de esta manera

transferir su energ��a e�ientemente. A pesar de que ni los eletrones ni los fotones tienen

aminos libres medios grandes para el aso de estrellas, el amino libre medio de los fotones

es onsiderablemente mayor al de los eletrones. Por esta raz�on es neesario disutir los

meanismos de ondui�on y radiai�on para ambas espeies, eletrones y fotones.

A diferenia de la radiai�on y la ondui�on, que son produidas por gradientes de tem-

peratura, las orrientes onvetivas en un uido se generan solamente uando los gradientes

de temperatura alanzan un ierto valor. Diho de otro modo, la onvei�on omienza de-

bido a que el estado del uido sin movimiento resulta ser inestable. No es dif��il alular

uando la onvei�on ourre en un uido. Lo dif��il es saber uanta energ��a es transportada

mediante onvei�on en el aso de una estrella. No se tienen ni experimentos de laborato-

rio ni teor��as preisas que desriban a la onvei�on estelar. De heho, la ausenia de una

teor��a buena de la onvei�on es uno de los peores defetos en los estudios atuales de la es-

trutura estelar y su evolui�on. Es por esta raz�on que la onvei�on se omite generalmente

†
Reuerda que para un uerpo negro la densidad de energ��a radiada e (energ��a por unidad de volumen)

est�a dada por la ley de Boltzman

e = aT
4
, (28.8)

en donde

a =
4σ

c

= 7.55 × 10

−16
Jm

−3
K, (28.9)

es la onstante de densidad de radiai�on y la onstante de Stephan{Boltzman σ tiene el valor

σ =
π2k

B

60�h3
c
2
= 5.6× 10

8

kg s

−3
K

−4
. (28.10)
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uando uno realiza estudios de transporte de energ��a para el aso de estrellas.

Ya sea que se onsidere transporte de energ��a por ondui�on o radiai�on, el ujo

de energ��a F (energ��a por unidad de �area por unidad de tiempo) puede expresarse omo

gradientes de temperatura T en ada aso respetivamente omo

F
ond

= −λ
ond

dT

dr
,

F
rad

= −λ
rad

dT

dr
, (28.11)

donde λ
ond

y λ
rad

son fatores positivos de proporionalidad denominados oe�ientes de

ondutividad y radiai�on t�ermia respetivamente. El signo menos en el lado dereho

de la euai�on (28.11) signi�a que el ujo se transporta de las regiones on temperatura

altas a las regiones on temperaturas bajas. Los fatores de proporionalidad de estas

euaiones est�an determinados por

κ =
4acT 3

3ρλ
, (28.12)

en donde κ representa la opaidad del material estelar. La opaidad mide la resistenia de

un material (en este aso el gas de la estrella) al ujo de alor. De aqu�� puede mostrarse

que la probabilidad de que un fot�on sea absorbido al reorrer una distania δx est�e dada

por κρδx.

Utilizando la euai�on (6.1) entones el transporte que se lleva aabo por radiai�on y

ondui�on, omo se muestra en la euai�on (28.11), puede esribirse omo energ��a trans-

portada por unidad de tiempo L (la luminosidad) de la siguiente forma

L = 4πr2 (F
ond

+ F
rad

) = −
16πacr2T 3

3κρ

dT

dr
, (28.13)

en donde

1

κ
:=

1

κ
rad

+
1

κ
ond

. (28.14)

La euai�on (28.13) es la uarta euai�on de estrutura y se denomina euai�on de trans-

porte energ�etio. Utilizando el heho de que la presi�on de radiai�on p
rad

para un uerpo
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negro est�a dada por

p
rad

=
a

3
T 4, (28.15)

entones la euai�on (28.13) puede reesribirse omo

dp
rad

dr
= −

κ
B

Lρ

4πcr2
, (28.16)

que tiene una forma semejante a la euai�on (25.2).

§29. Modelos estelares

Para haer un modelo estelar, las uatro euaiones de estrutura estelar tienen que ser

resueltas en onjunto on una euai�on para el oe�iente de absori�on κ. Estas euaiones

llevan adem�as ondiiones a la frontera (super�ie) y los valores de las masas se obtienen

de observaiones astron�omias. En la gran mayor��a de los asos esto requiere �alulos

num�erios. Sin embargo, es posible obtener iertas relaiones de esala omo funiones

de M, R o L. Por ejemplo, utilizando la euai�on (28.13) y la euai�on (27.19) se obtiene

respetivamente que

L

R2
∝ T 4

κρR
, (29.1)

T ∝ M

R
, (29.2)

ρ ∝ M

R3
. (29.3)

De estas relaiones se observa en partiular que la luminosidad es proporional al ubo

de la masa. Esta relai�on se denomina la relai�on de masa{luminosidad . En el aso de

estrellas masivas, la dispersi�on por eletrones domina la difusi�on radiativa y entones el

oe�iente de absori�on κ es una onstante. De esta manera la presi�on t�ermia domina

sobre la presi�on radiativa. De las euaiones (29.1) y (29.2) se obtiene que L ∝ M3
.

Mas o menos 12% de la masa de una estrella se quema on el proeso de fusi�on H → He.

Para el aso del sol esto equivale a un tiempo de vida medio de 10

10

a~nos y se puede mostrar
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que este valor esala omo el reiproo del uadrado de la masa de la estrella.

Cuando el hidr�ogeno en el n�uleo de una estrella se agota, entones este mismo se

ontrae para elevar la temperatura de tal manera que se pueda entones quemar helio.

La envolvente externa de la estrella entones se agranda por un fator de 100 o m�as. No

hay una desripi�on simple del porque esto ourre. Estos �alulos se haen de manera

omputaional y representan bastante bien el omportamiento que desriben las estrellas

de manera observaional, en el ual la envolvente de la estrella se expande de manera

exesiva. Cuando esto suede la estrella se enuentra en su etapa de gigante roja (gigante

porque es muho m�as grande que la estrella original y roja porque radia en el rojo del

espetro �optio). Esta etapa de la estrella es de muho menor durai�on que la etapa del

quemado de hidr�ogeno debido a la elevada temperatura del n�uleo estelar.

Finalmente mostremos que la presi�on de radiai�on (∼ aT 4
) {f. euai�on (28.15){ es

muho m�as importante que la presi�on de gas (∼ nk
B

T) para estrellas de masa elevada. Para

esto basta utilizar las euaiones (29.1)-(29.3), as�� omo la ley del gas ideal (27.17), y as��

obtener

p
gas

∼ nk
B

T ∼
GM2

R4
, p

rad

∼ aT 4 ∼
aG4M4 (µm)4

R4k4
B

. (29.4)

De esta manera, uando p
rad

> p
gas

entones se tiene que

M &
k2
B

a

1/2 (µm)2 G1/3
∼ 6M⊙.

Las estrellas que est�an soportadas por presi�on de radiai�on tienen un ��ndie politr�opio

κ ∼ 4/3 y por lo tanto son propiias a un olapso o a una expansi�on, dependiendo de las

ondiiones iniiales de su estrutura, as�� omo de las ondiiones energ�etias de la misma.

Con esto y utilizando el l��mite de Eddington menionado m�as adelante es posible poner

una ota superior de . 100M⊙ a la masa de las estrellas. Estrellas de masa m�as elevada

que este l��mite, no pueden existir en la naturaleza.
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§30 PRESIÓN DEGENERATIVA 139

§30. Presión degenerativa

El l��mite inferior a la masa de una estrella est�a dado por presi�on degenerativa, una

presi�on que suede por efetos u�antios uando la densidad se inrementa. Para ser exa-

tos, la presi�on degenerativa se da debido a la ompresi�on de fermiones (part��ulas on spin

m�ultiplos de 1/2 omo por ejemplo protones, eletrones, neutrones) y que obedeen el

prinipio de exlusi�on de Pauli , el ual die que solamente dos fermiones pueden enon-

trarse en un mismo nivel de energ��a on spins de signos opuestos. Cuando la materia se

omprime, el punto ero de energ��a o punto de Fermi se eleva y esto genera una presi�on

adiional (presi�on es energ��a por unidad de volumen).

Una forma aproximada para desribir a la presi�on degenerativa se obtiene on ayuda

del prinipio de inertidumbre de Heisenberg de la me�ania u�antia:

∆p∆x ≈ �h, (30.1)

en donde �h es la onstante de Plank en unidades de 2π, p es el momento y x la posii�on

de una part��ula (e.g. un eletr�on). El nivel ero de energ��a no{relativista por part��ula

est�a dado por

E
deg

=
p2

2m
≈ �h2

2m∆x2
, (30.2)

en donde el �ultimo paso se obtiene del prinipio de inertidumbre de Heisenberg. De la

euai�on (30.2) se ve que la energ��a disponible por part��ula se inrementa a medida que

el tama~no disponible por part��ula ∆x deree. La presi�on p
deg

(presi�on degenerativa) que

esta energ��a origina (presi�on es energ��a sobre volumen) para el aso de N part��ulas en un

volumen V est�a dado por

p
deg

≈ N

V

p2

2m
≈ �h2

2m
n5/3, (30.3)

en donde n = N/V es el n�umero de part��ulas por unidad de volumen y ∆x ≈ (V/N)1/3 =

(1/n)1/3. De la euai�on (30.3) se ve que p
deg

∝ n5/3
y por lo tanto la presi�on degenerativa

no{relativista se omporta omo un gas politr�opio uyo ��ndie κ = 5/3. Adem�as esta

presi�on es inversamente proporional a la masa m. De esta manera se ve que la presi�on

degenerativa de eletrones es 2000 vees m�as fuerte que la presi�on degenerativa de protones.
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Por esta raz�on generalmente se habla de presi�on degenerativa debida a eletrones.

En el aso de que las part��ulas se est�en moviendo en forma relativista, la energ��a

degenerativa est�a dada por

E
deg,rel ≈ pc =

�hc

∆x
. (30.4)

De esta manera, la presi�on degenerativa para el aso relativista est�a dada por

P
deg,rel ≈ �hcn4/3, (30.5)

que es una relai�on politr�opia de ��ndie κ = 4/3. Por lo tanto, de auerdo on la eua-

i�on (28.5), estrellas soportadas por presi�on degenerativa relativista son propiias a un

olapso gravitaional.

Utilizando el onepto de presi�on degenerativa, es f�ail poner una ota inferior a la

masa que debe tener una estrella que quema hidr�ogeno (omo el sol). Para esto, basta

on utilizar la euai�on (27.18). De esta igualdad se sigue que para que se lleve a abo la

adena p{p se requiere que T


& 10

7

K. Cuando una nube se olapsa, esta temperatura se

alanza solamente si la presi�on t�ermia p
gas

= nk
B

T


es mayor a la presi�on degenerativa

p
deg

= �h2n5/3/2me, donde me es la masa del eletr�on. Por otra parte, para un sistema

virializado, la energ��a t�ermia es aproximadamente igual a la energ��a potenial y por lo

tanto T


≈ GMme/RkB & 10

7

K. De aqu�� se obtiene que la masa m��nima que puede tener

una estrella la ual quema hidr�ogeno en su entro es ∼ 0.05M⊙.

Objetos olapsados que tienen masas inferiores a este valor, digamos 0.03M⊙, soportan su

propia masa mediante presi�on degenerativa y por lo tanto no llegan a quemar su ombus-

tible mediante �si�on termonulear. Objetos demasiado peque~nos, tipo J�upiter que tienen

una masa ∼ 0.001M⊙, est�an soportados por una ombinai�on de presi�on degenerativa on

fuerzas eletrost�atias. Esto se debe a que el prinipio de Pauli y el prinipio de inerti-

dumbre de la me�ania u�antia se tienen que apliar para �atomos individuales.

Con esto y lo menionado al �nal de la sei�on §28 queda mostrado el resultado im-

portante de que las estrellas que brillan debido a la produi�on propia de fusi�on nulear

tienen masas entre 0.05 y 100M⊙.
�

Estos valores onstituyen otas m��nimas y m�aximas

respetivamente a la masa de una estrella.
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§31. Enanas blancas

Objetos olapsados que soportan la gravedad produida por sus masas mediante presi�on

degenerativa se denominan enanas blanas. Para estos objetos, la energ��a total est�a dada

por

E = NE
deg

+ E
grav

=
N5/3

�h2

2meV
2/3

−G
M2

R
, (31.1)

para el aso no{relativista. Adem�as, omoN = M/ (me +mp) ≈ M/mp yV ∼ R3
, entones

la euai�on (31.1) puede esribirse omo

E =
�h2M5/3

2mem
5/3
p R2

−G
M2

R
. (31.2)

Ahora bien, un sistema me�anio se enuentra en equilibrio si su energ��a total alanza un

valor m��nimo (el m��nimo de potenial). De aqu�� que para que la estrella est�e en equilibrio

neesariamente se obtiene de la euai�on (31.2) la siguiente relai�on entre la masa M de la

enana y su radio R

M ≈
Ç

�h6

m3
eG

3m5
p

å
1

R3
. (31.3)

Esta relai�on implia que el radio deree al aumentar la masa de la enana. Esto se debe

al prinipio de inertidumbre, pues el espaio disponible para los eletrones debe de redu-

irse para que su momento (y por tanto su energ��a por unidad de volumen o presi�on) se

inremente.

Cuando se tiene eletrones relativistas, la energ��a degenerativa total est�a dada por

E = �hc

Ç
M

mp

å4/3
1

R
−G

M2

R
. (31.4)

En este aso los dos t�erminos del lado dereho de la euai�on (31.4) son inversamente

proporionales al radio de la enana y por lo tanto no existe un m��nimo de energ��a. De esta

manera, la enana es propiia a olapsarse o expandirse a in�nito. La masa a la ual esto

ourre est�a dada por la ondii�on sobre la ual E = 0 que orresponde a la masa m�axima
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posible para la ual E ≤ 0. Esta masa, la masa de Chandrasekhar

†
est�a dada por

M
Ch

=

(

�hc

G

)3/2 1

m2
p

≈ 2M⊙. (31.5)

El valor exato de la masa de Chandrasekhar depende de la omposii�on de la enana.

Resulta que el punto ero de la energ��a de los iones de una enana blana fr��a y masiva

es su�iente para que se pueda produir fusi�on nulear, de heho fusi�on pionulear, y el

equilibrio es proporionado por una mezla de arbono y oxigeno. De aqu�� puede mostrarse

que

M
Ch

≈ 1.4M⊙. (31.6)

El amino libre de un eletr�on en la materia degenerativa es grande. Lo mismo ourre

en metales debido a la misma raz�on pues los niveles de Fermi se enuentran llenos. Por esta

raz�on la ondui�on de alor es sumamente e�iente. En la super�ie de las enanas blanas

se produe una apa de materia no{degenerativa que at�ua omo una s�abana, evitando que

el alor de la estrella esape. Por esta raz�on estas estrellas tardan alrededor de ∼ 10

10

a~nos

en enfriarse (radiar toda su energ��a). Debido a esto, estas estrellas son observadas omo

estrellas alientes de olor blano. El radio de estas estrellas es del orden del radio de la

tierra R♁ = 6.3 × 10

6

m.

Sirius A es la estrella m�as brillante en el ielo noturno. La �orbita de esta estrella es

perturbada debido a la existenia de una ompa~nera llamada Sirius B. La existenia de

Sirius B se in�ri�o debido al movimiento ondulatorio que se observ�o en la �orbita de Sirius A

en la d�eada de los a~nos 1830's. Sirius B fue observada diretamente en el a~no 1865. Estas

dos estrellas forman un sistema binario on un periodo orbital de 49.9 a~nos y los semiejes

mayores a1 y a2 de Sirius A y Sirius B obedeen la relai�on 2a1 ≈ a2. Desde el entro de

masa del sistema, la ley de Kepler de gravitai�on puede esribirse omo (f. euai�on (6.5))

Gµ (M1 +M2)π
2 = 4πa3µ, (31.7)

†
El astrof��sio Indio S. Chandrasekhar (el famoso Chandra) fasinado por la me�ania u�antia y la

astrof��sia fue aeptado para realizar sus estudios de posgrado en la Universidad de Cambridge del Reino

Unido a la edad de 19 a~nos. En su viaje en baro, que dur�o aproximadamente tres semanas, enontr�o esta

masa l��mite, la masa de Chandrasekhar.
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donde µ = M1M2/ (M1 +M2) es la masa reduida, M1,2 son las masas de Sirius A y

Sirius B respetivamente y a = a1 +a2. Con esto y utilizando el heho de que M1 ≈ 2M⊙

entones se obtiene que M2 ≈ 1M⊙. Ambas estrellas son de olor blano muy similar. Por

lo tanto la temperatura de su super�ie T
sup

debe ser similar, i.e. T
sup

≈ 10

4

K, pero sus

luminosidades di�eren por un fator ∼ 104. De aqu�� que omo el ujo total F de radiai�on

de un uerpo negro est�a dado por F = σT 4
, entones

L = 4πR2σT 4. (31.8)

Por lo tanto R2 ∼ R1/100 y as�� ρ2 ∼ 10

6

kgm

−3
, on lo ual se in�ere que Sirius B es una

enana blana.

Las enanas blanas produen un orrimiento al rojo gravitaional z ∼ 10−4
que fue

detetado en la d�eada de los 1960's mediante observaiones espetros�opias. Las l��neas

de He no se observan en el espetro de las enanas blanas debido a que el He es m�as denso

que el H y por lo tanto, se hunde en la estrella debido al fuerte potenial gravitaional.

Las enanas blanas son estrellas omunes en nuestra galaxia. Casi siempre se les observa

en sistemas binarios (para ser preisos, sistemas binarios ompatos y lejanos, es deir

estrellas binarias no muy eranas entre s�� {omo la de Sirio). El sol se onvertir�a en una

enana blana en unos ino mil millones de a~nos aproximadamente.

§32. Estrellas de neutrones

Cuando la energ��a degenerativa de un eletr�on exede la diferenia de masa{energ��a

entre el neutr�on y el prot�on, i.e.

E
deg

> (mn −mp) c
2 = 1.29MeV, (32.1)

los eletrones se mueven a veloidades moderadamente relativistas y entones se produe

el deaimiento inverso{β que est�a dado por

e− + p → n+ νe. (32.2)

La densidad a la que este deaimiento ourre es del orden de 10

10

kgm

−3
. Cuando las
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densidades son a�un m�as grandes, entones la materia est�a ompuesta de neutrones en

su mayor��a. Los eletrones y los iones se enargan de llenar todos los estados libres de

la materia y de esta manera mantienen a la misma el�etriamente neutra. Debido a la

abundania de neutrones, la presi�on degenerativa debida a neutrones domina a la de los

eletrones.

Es posible haer un �alulo aproximado del radio que debe de tener un objeto gravita-

ional soportado por presi�on degenerativa produida por neutrones. Para esto, basta on

utilizar la euai�on (31.3) en el aso de neutrones para obtener

M ∝ 1Ä
m

deg

R
ä3 .

Suponiendo que la masa M es la masa del sol M⊙, entones se obtiene una relai�on entre

los radios R
eb

y R
en

para una enana blana y una estrella de neutrones respetivamente

Ren ≈ R
eb

Ç
me

mp

å
≈ 10 km. (32.3)

Con lo peque~no de este radio se obtiene que la separai�on entre las distintas part��ulas est�a

dado por ∆x ≈ (V/N)1/3 ≈ (ρ/mp)
−1/3 ≈ 10

−15
m, que es la distania t��pia sobre la ual

at�ua la fuerza nulear fuerte (i.e. la longitud de onda de Compton del prot�on). En otras

palabras, las part��ulas est�an tan eranas unas de las otras que los n�uleos se \toan"

entre s��. Por esta raz�on la densidad de materia en una estrella de neutrones es omparable

on la densidad nulear. El problema surge debido a que la euai�on de estado para materia

densa, digamos dos vees la densidad nulear, no se onoe experimentalmente. Por lo tanto

no resulta muy lara la estrutura preisa de las estrellas de neutrones. Por si esto fuera

poo el an�alisis de una estrella de neutrones requiere una teor��a relativista de la gravedad

pues suede que para estos objetos, la energ��a potenial gravitaional GM2/R es mayor a

un diez por iento de su energ��a en reposo, es deir, 0.1Mc
2
.

Se puede mostrar que la masa m��nima que una estrella de neutrones puede tener es

∼ 0.1M⊙. Por debajo de esta masa los neutrones son inestables al deaimiento{β on lo

ual el radio se inrementa al disminuir la masa. Existe adem�as un l��mite superior a la

masa de una estrella de neutrones que resulta ser ∼ 3M⊙.
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§33. Supernovas

Cuando una estrella masiva (& 8M⊙) alanza el �nal de su vida, su n�uleo se olapsa

y en oasiones forma una estrella de neutrones. Cuando las estrellas son tan masivas omo

esta, las reaiones nuleares son tan intensas que llegan a produir hierro en sus n�uleos.

M�as all�a de esta reai�on termonulear, la �si�on nulear que se produe es endot�ermia,

es deir, requiere energ��a para mantenerse, ontrario a una reai�on termonulear normal,

la ual genera energ��a. El resultado es que el n�uleo de hierro que se produe, y que est�a

soportado por presi�on degenerativa, se olapsa. Los rayos gama que se produen debido a

la liberai�on enorme de energ��a gravitaional ausan entones fotodisoiai�on del n�uleo

del hierro hasta romperlo por ompleto y regresarlo a protones y neutrones libres.

En el n�uleo se produen entones temperaturas muy elevadas y una frai�on de la

energ��a gravitaional se libera mediante neutrinos. Esto hae que el olapso del n�uleo

ourra m�as lentamente, ambiando el tiempo de a��da libre a unos uantos segundos. Es-

to se debe a que uando la densidad es exesivamente alta (∼ 10

14

kgm

−3
), los neutrinos

dispersan a la materia. Cuando el n�uleo alanza densidades nuleares entones el n�uleo

\rebota" y la materia que est�a arriba del mismo es lanzada a veloidades del orden de

10

4

km s

−1
. La r�apida liberai�on de energ��a y su reombinai�on subseuente origina un

destello altamente luminoso que llega a tener una luminosidad en el �optio ∼ 10

9

L⊙. A

este fen�omeno se le denomina supernova (tipo II) en astrof��sia. La luminosidad deae

r�apidamente en los meses subseuentes debido a que los elementos lanzados por la su-

pernova deaen. Prinipalmente se observa el deaimiento de espeies radioativas omo

Ni56 → Co56 → Fe56. Los n�uleos de estas supernovas dejan una estrella de neutrones o

un agujero negro en el lugar de la explosi�on. El agujero negro se observa uando la masa

de la estrella progenitora es & 30M⊙.

La mayor perdida de energ��a debida a la implosi�on y la explosi�on de la estrella se debe a

la difusi�on de neutrinos a trav�es del n�uleo. El tiempo de difusi�on que tardan los neutrinos

en atravesar el n�uleo es t
dif

∼ 10 s y por lo tanto la luminosidad Lν produida debida a la

expulsi�on de neutrinos est�a dada por el oiente de la energ��a de amarre de la estrella de

neutrones entre el tiempo de difusi�on que resulta ser Lν ≈ 10

45

W.

La explosi�on produe grandes ujos de neutrones debido a la nuleos��ntesis que se

produe graias a las elevadas temperaturas y densidades en el n�uleo. Estos neutrones
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pasan entre las regiones que ubren al n�uleo y se reombinan para formar elementos m�as

pesados que el hierro graias a una aptura r�apida del neutr�on. Estos nuevos elementos se

amarran m�as r�apido de lo que tarda el deaimiento{β. Esta nuleos��ntesis en una supernova

es el proeso mediante el ual se forman la mayor��a de los elementos m�as pesados que el

He. De heho, los elementos pesados que observas a tu alrededor aqu�� en la tierra fueron

reados en una supernova. Graias a la explosi�on de alguna estrella en el remoto pasado

de nuestra veindad gal�atia se pudieron formar diversos elementos pesados. M�as tarde

un olapso gravitaional de una nube ontaminada on estos elementos pesados logr�o la

formai�on del sol y nuestro sistema solar.

Existe otra forma de produir una supernova (tipo I).

�

Esta se debe a que uando una

enana blana areta

†
demasiada masa, entones llega un momento en el ual la masa de

la estrella alanza (o rebasa) el l��mite de Chandrasekhar. Este tipo de situai�on ourre en

algunos sistemas binarios, en los uales una estrella (por ser m�as ompata y m�as masiva)

areta gas de su ompa~nera. Debido a esta situai�on se produe una implosi�on/explosi�on

semejante a la menionada anteriormente, pero la diferenia es que no se produe un

objeto ompato omo vestigio del proeso f��sio. Por lo tanto, todo el hierro que se forma

durante la explosi�on es lanzado al espaio. Estas supernovas de tipo I se diferenian de las

supernovas tipo II debido a que en su emisi�on no existen l��neas de hidr�ogeno en el espetro

que produen.

Las observaiones de supernova son dif��iles, sin embargo hoy en d��a lo que se trata de

haer es observar supernovas en otras galaxias, on lo ual es posible determinar de manera

muy preisa la geometr��a del universo omo veremos m�as adelante. En nuestra galaxia se

onoen los remanentes (vestigios) de supernova de ino supernovas que ourrieron en

los �ultimos 1000 a~nos. La predii�on es que deba ourrir una supernova en nuestra galaxia

m�as o menos ada 30 a~nos. La gran mayor��a de estas supernovas no son visibles debido a

que son osureidas por el gas del plano de la galaxia. Una de las supernovas m�as famosas

fue la supernova del a~no 1054 D.C. El remanente se onoe hoy en d��a omo la nebulosa

del angrejo y posee una estrella de neutrones rotante en su interior. Hist�oriamente esta

supernova ha sido una de las observaiones m�as importantes en la historia del hombre.

Los Chinos dejaron por esrito el heho de la gran brillantez que se present�o en el ielo

†
En astrof��sia se denomina arei�on al fen�omeno de atrai�on gravitaional de gas haia un objeto

ondensado {en oasiones ompato{ omo una estrella o agujero negro.
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debido a la supernova. Culturas del norte de M�exio y el sur de los Estados Unidos de

Am�eria realizaron diversos murales de pintura en avernas dejando mara de la existenia

de este fen�omeno anormal en el ielo. Finalmente y de gran importania para Mesoam�eria,

los Teotihuaanos en M�exio dejaron tambi�en un petroglifo que ha sido reientemente

identi�ado omo la on�rmai�on de que una explosi�on supernova en el a~no 1054 D.C.

ourri�o. Este petroglifo se muestra en la Figura V.1.

Figura V.1: La �gura muestra una fotograf��a de un petroglifo teotihuaano que desribe

la presenia de una supernova en el �rmamento (lado izquierdo de la imagen). Esta super-

nova orresponde a la supernova del a~no 1054 que fue observada tambi�en por los Chinos

y tribus del norte de M�exio y sur de los Estados Unidos de Am�eria. El remanente de

supernova se denomina hoy en d��a omo la nebulosa del angrejo (f. Figura V.2). La

imagen fue amablemente proporionada por Jesus Galindo del Instituto de Astronom��a

de la Universidad Naional Aut�onoma de M�exio.

La \esfera" de gas produida por una explosi�on supernova y que se aleja del punto

donde ourri�o la explosi�on se denomina remanente de supernova . La veloidad t��pia

a la ual esta esfera de gas se mueve es ∼ 10

4

km/s. Esta esfera de gas interaiona on

el viento estelar que fue lanzado por la estrella a muha menor veloidad antes de la

explosi�on. Adem�as de interaionar on el viento estelar, existe la posibilidad de que el

material lanzado por la supernova interaione tambi�en on ualquier otra forma de gas que
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exista en el medio interestelar que rodeaba a la estrella original. Debido a que el material

lanzado a ra��z de la explosi�on se mueve de forma supers�onia, entones se produe una

onda de hoque

†
la ual aelera el material (viento y gas interestelar) al pasar sobre el. El

material por detr�as de la onda de hoque inrementa su temperatura de tal manera que

es apaz de emitir radiai�on eletromagn�etia. La Figura V.2 muestra el remanente de la

supernova del a~no 1054 D.C., mejor onoido omo la nebulosa del angrejo.

Figura V.2: Observai�on reiente en radio de la nebulosa del angrejo (supernova del

a~no 1054 D.C. (f. Figura V.1), tomada on el telesopio Ryle del Mullard Radio Astro-

nomy Observatory (MRAO) en la Universidad de Cambridge, Reino Unido. La imagen

fue obtenida de http://www.mrao.cam.ac.uk.

Detr�as de la onda de hoque se alanzan temperaturas T ∼ 10

7

K durante los primeros

1000 a~nos. Ahora bien, ya que para ualquier proeso radiativo importante se tiene que

hν ≈ k
B

T , en donde h es la onstante de Plank, ν la freuenia de la onda eletromagn�etia

radiada y k
B

es la onstante de Boltzman, se sigue que los remanentes de supernovas son

†
Una onda de hoque es una disontinuidad hidrodin�amia (las variables hidrodin�amias {presi�on,

temperatura, veloidad, et.{ tienen un brino o disontinuidad al pasar a trav�es de una super�ie, la onda

de hoque) que se produe por diversos meanismos.
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brillantes en rayos{X en sus primeras etapas.

Justo despu�es de la explosi�on, el remanente se expande aproximadamente on veloidad

onstante (expansi�on libre) y por lo tanto r ∝ t, donde r es la oordenada radial y t el

tiempo medido a partir del momento de la explosi�on. Esto suede hasta que la masa que el

remanente ha barrido M
barr

es igual a la masa que se lanz�o omo produto de la explosi�on

M
lanz

M
barr

=
4

3
πr3ρ

ext

= M
lanz

, (33.1)

en donde ρ
ext

representa la densidad del medio ambiente que originalmente envolv��a a

la estrella antes de la supernova. Despu�es de esto, la onda de hoque entra en lo que se

onoe omo la fase de Sedov{Taylor (o fase adiab�atia) en la que la evolui�on del

remanente se omporta de manera auto{similar

†
. Para entender el omportamiento de

esta fase, introduzamos el onepto de presi�on de empuje (presi�on ram). Esta presi�on

es la presi�on generada por el movimiento maros�opio de las part��ulas de uido que se

ejere sobre un �area dada. Considera un horro de gas il��ndrio (un jet) que se mueve on

veloidad no{relativista v sobre un medio en reposo. Un peque~no volumen de gas en el jet

en un tiempo ∆t est�a dado por v∆t × ∆a, en donde la altura del ilindro est�a dada por

v∆t y el �area de su base es ∆a. El momento mv que arga la masa de gas ontenida dentro

de este peque~no ilindro est�a dado por ρ× v∆t∆a× v , donde ρ es la densidad de masa del

gas dentro del ilindro. Como la presi�on es momento por unidad de tiempo (i.e. la fuerza)

por unidad de �area entones la presi�on de empuje p
ram

que ejere el jet al expandirse sobre

el medio que le rodea est�a dada por

p
ram

= ρv 2. (33.2)

Para alular la presi�on de empuje en el aso del remanente de supernova, representemos

a la presi�on externa al remanente (viento de la estrella m�as gas interestelar) por ρ
ext

y a

la veloidad del frente del remanente (onda de hoque) on respeto al gas externo por v .

Si ahora esogemos un sistema de referenia en el que el frente del remanente se enuentra

†
Se die que un proeso en la hidrodin�amia se lleva a abo de manera auto{similar si r ∝ tα, donde el

��ndie de similaridad α es una onstante. F��siamente esto quiere deir que si esalamos a la distania de tal

manera que esta se inremente on el tiempo omo tα entones los valores de las antidades hidrodin�amias

permaneen onstantes.
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en reposo, entones el gas exterior penetra al remanente on una veloidad v . Por lo tanto,

la presi�on de empuje que genera este gas sobre el remanente es ρ
ext

v

2 = ρ
ext

_r2 on r

la distania radial al origen. Por la ley de Newton, esta presi�on debe debe ser del orden

(salvo algunas onstantes) de la energ��a total de la explosi�on E dividida por el volumen de

la esfera que envuelve al frente del remanente ∼ 1/r3. De aqu�� que

r ∝
(

E

ρ
ext

)1/5

t2/5. (33.3)

Esta solui�on es auto{similar. De heho esta solui�on fue originalmente enontrada para

el aso en el que una explosi�on fuerte (omo una bomba nulear) ourriese, y desribe

bastante bien el omportamiento de una explosi�on de este tipo.

Tarea 10

Una onda de hoque es una disontinuidad hidrodin�amia. Diho de otro modo, las va-

riables hidrodin�amias (presi�on, temperatura, entrop��a, veloidad, et.) var��an de manera

disontinua al ruzar esta super�ie de disontinuidad que siempre puede suponerse omo

in�nitamente delgada (para failitar �alulos matem�atios). Si se supone que la onda de

hoque es estaionaria, i.e. ∂/∂t = 0, entones es laro que en el maro de referenia de

la onda de hoque, el ujo de masa ρv , el ujo de momento ρv 2 + p y el ujo de energ��a

ρv(v 2/2 + w) deben variar de manera ontinua a trav�es de la onda de hoque

†
. De esta

manera, si el sub��ndie 1 y 2 representan ada uno de los lados de la onda de hoque

†
Para mostrar esto en el aso del ujo de masa, basta on tomar la euai�on de ontinuidad (23.2) e

integrarla sobre un volumen peque~no V que atraviesa la super�ie de disontinuidad. Debido a que ∂/∂t = 0

entones ∫

div (ρv) dV = 	

∫

ρv � da = 0,

donde a es el elemento de �area normal al volumen de integrai�on. Haiendo tender a ero las dimensiones

del volumen, la integral se redue a (ρv)1 = (ρv)2, en donde los sub��ndies 1 y 2 representan ada uno de

los lados de la disontinuidad. Esto mismo se puede haer para el aso de las euaiones de onservai�on

de momento y energ��a para un uido y lo que se obtiene es que los ujos respetivos de momento y energ��a

deben ser onservados a trav�es de la onda de hoque.

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



§33 SUPERNOVAS 151

entones

ρ1v1 = ρ2v2 (33.4)

ρ1v
2
1 + p1 = ρ2v

2
2 + p2 (33.5)

ρ1v1

(

1

2
v

2
1 +w1

)

= ρ2v2

(

1

2
v

2
2 +w1

)

(33.6)

Una onda de hoque produe una ompresi�on, es deir, uando el gas del lado 1 pasa al

lado 2 se obtiene que p2 > p1. De aqu�� y utilizando las euaiones (33.4)-eq.5.99.3 se pude

mostrar que v1 > v2. Adem�as, el ujo pasa de un estado supers�onio en el lado 1 a uno

subs�onio en el lado 2. Se die que una onda de hoque es fuerte uando p2 ≫ p1. Esto

suede en el aso de explosiones supernova o explosiones nuleares por ejemplo.

(i) Utilizando el heho de que la entalp��a espe���a para un gas politr�opio est�a dada

por la relai�on (f. euai�on (27.30)) w = κp/(κ−1)ρ, muestra que en el aso de una

onda de hoque fuerte, las euaiones (33.4)-(33.6) implian que

ρ2

ρ1
=

κ+ 1

κ− 1
. (33.7)

Muestra tambi�en, utilizando la euai�on de estado del gas ideal (27.17), que la dis-

ontinuidad en las temperaturas para este tipo de onda de hoque est�a dada por

T2

T1
=

(κ− 1)p2

(κ+ 1)p1
. (33.8)

(ii) Muestra utilizando el iniso anterior (o de ualquier otra manera) que una onda de

hoque fuerte umple on la relai�on de que M1 := v1/c1 ≫ M2 := v2/c2, en donde la

veloidad del sonido del gas c = (∂p/∂ρ)1/2s = κp/ρ. Adem�as muestra que la presi�on

del lado 2 (presi�on post{hoque) est�a dada por

p2 = ρ1v
2
1 , (33.9)

es deir, oinide on la presi�on de empuje (f. euai�on (33.2)).

En el aso de una onda de hoque produida por una supernova se tiene que los puntos

geom�etrios r(t) de la onda de hoque esf�eria que se expande sobre el medio interestelar
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est�an determinados por la ley de Newton

d

dt
(M

ap

v2) = 4πr2p
e�

. (33.10)

En esta euai�on v2 es la veloidad post{hoque medida desde el maro de referenia de

la onda de hoque. La presi�on p
e�

es la presi�on que genera el gas posthoque detr�as de

la onda de hoque de tal manera que la euai�on (33.10) es v�alida. Dentro de la esfera

formada por la onda de hoque se enuentra material de la explosi�on m�as el gas barrido

por la onda de hoque. La masa M
ap

de esta esfera est�a dada por M
ap

= (4π/3)r3ρ2, en

donde ρ2 es la densidad detr�as de la onda de hoque. Desde el maro de referenia del gas,

lejos de la explosi�on, la veloidad on que viaja la onda de hoque es vs = _r.

(iii) Suponiendo que p
e�

= αp2, on α una onstante de proporionalidad y usando el

heho de que v = _r, muestra que la euai�on (33.10) puede esribirse omo

_r = Ar3(α−1). (33.11)

>Qu�e valor tiene la onstante A?

La energ��a in�etia de la apa de gas detr�as de la onda de hoque est�a dada por

E
k

=
1

2
M

ap

v

2
2 =

1

2

(

4π

3
r3ρ1

κ− 1

κ+ 1

)

_r2, (33.12)

y la energ��a interna U est�a dada por

U =
p
e�

× Volumen

κ− 1
=

4π

3
r3

αp2

κ− 1
. (33.13)

(iv) Usando el heho de que la energ��a total E es

E = onst = E
k

+U, (33.14)

demuestra que la onstante A est�a relaionada a la energ��a total E mediante

A2 =
3 (κ− 1)E

4π (κ+ 1) ρ1
(33.15)
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y que los puntos geom�etrios r(t) del hoque evoluionan en el tiempo omo

r = ζ

(

E

ρ1

)1/5

t2/5, (33.16)

donde ζ es una onstante. Compara este resultado on el senillo an�alisis dimensional

heho para obtener la euai�on (33.3).

Los remanentes de supernova son apaes de energetizar al medio interestelar on me-

tales mediante la expansi�on de la onda de hoque a partir del punto explosivo. Como ya

menionamos antes, la gran mayor��a de los elementos formados en la tierra fueron rea-

dos en explosiones supernova y lanzados al espaio interestelar por alg�un remanente de

supernova en el pasado.

§34. Pulsares

Las estrellas de neutrones se enfr��an r�apidamente despu�es de su formai�on debido a la

elevada emisi�on de neutrinos. Este enfriamiento se lleva aabo a partir del n�uleo haia

afuera. La temperatura del n�uleo desiende a valores . 10

11

K en ∼ 10

3

a~nos y la tempera-

tura de la super�ie alanza valores ∼ 10

6

K. El radio de estos objetos es tan peque~no que

la luminosidad emitida es demasiado peque~na omo para ser detetada en la tierra. Esta

emisi�on es predominantemente en el extremo ultra violeta (EUV) y es absorbida mediante

absori�on fotoel�etria por el hidr�ogeno que se enuentra en el plano de la galaxia. Por

esta raz�on el ujo observado en la tierra es exesivamente peque~no. A la feha no existe

una lara evidenia de radiai�on t�ermia (uerpo negro) proveniente de una estrella de

neutrones.

Los modelos de estrellas de neutrones fueron realizados primeramente por el Sovi�etio

Landau y el norte{ameriano Zwiky en la d�eada de los a~nos 1930's. Sin embargo, no fue

sino hasta la d�eada de los 1960's que graias a los sat�elites de rayos{X uando se identi-

�aron a iertas fuentes omo estrellas de neutrones. De heho, Zwiky y Bade predijeron

que en el remanente de supernova de la nebulosa del angrejo deber��a enontrarse una

estrella de neutrones en su interior.

Las estrellas de neutrones fueron desubiertas de manera indireta por Bell y Hewish

del Laboratorio Cavendish de la Universidad de Cambridge. Al onstruir un detetor en

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



154 V ESTRELLAS

radio para aptar entelleos veloes en diversas emisiones en radio provenientes del ielo,

se dieron uenta que exist��an algunas fuentes peque~nas que emit��an radiai�on en radio de

manera peri�odia. Esta periodiidad es del orden de 1 s y posee una preisi�on extraordi-

naria. Estos objetos fueron inmediatamente nombrados pulsares. Los pulsares onoidos

tienen periodos P en el intervalo 1.6µs . P . 5 s. Este periodo se inrementa lentamente

omo funi�on del tiempo y en oasiones tiene utuaiones muy peque~nas (llamados \glit-

hes" que se deben a temblores internos en la estrutura de la estrella). Debido a la gran

preisi�on de su periodo, los pulsares resultan ser relojes exelentes

†
.

La manera en la que Bell y Hewish identi�aron a los pulsares omo estrellas de neu-

trones fue la siguiente. Ellos imaginaron a un objeto ompato (digamos una estrella) que

rotaba. Entones utilizando el heho de que para que una estrella pueda rotar neesaria-

mente se tiene que la aelerai�on entr��fuga (Ω2R), on Ω la veloidad angular, debe ser

. que la aelerai�on de atrai�on gravitaional (GM/R2
) y por lo tanto

Ω2 .
GM

R3
∼ Gρ. (34.1)

De aqu�� que para objetos on periodos P < 1 s se obtenga que ρ ∼ 10

10

kgm

−3
y as�� el

objeto queda identi�ado omo una estrella de neutrones en rotai�on.

El modelo m�as preiso que se tiene de un pulsar fue desrito por Gold y se re�ere a que

un pulsar es una estrella de neutrones magnetizada en rotai�on. Para esto se onsidera una

estrella que gira on una freuenia angular Ω y que tiene un momento bipolar magn�etio

pm y un ampo magn�etio Bp sobre el eje del dipolo omo muestra la Figura V.3. El eje

del dipolo magn�etio hae un �angulo α on respeto al eje de rotai�on. De esta manera,

la perdida de energ��a de rotai�on (la potenia) −dE
rot

/dt := P puede alularse de la

siguiente manera. Debido a que el ampo magn�etio est�a amarrado on la estrella y por lo

tanto gira on la rotai�on de la misma, entones existe un radio m�aximo Rc hasta el ual

la veloidad de orrotai�on de una part��ula alanza la veloidad de la luz. Este radio es

laramente Rc = c/Ω. Si suponemos que el ampo hasta esta posii�on est�a determinado

por un dipolo, entones debido a que el momento bipolar magn�etio pm est�a dado por

†
De heho los pulsares resultan ser los mejores laboratorios para poner a prueba la teor��a relativista

de la gravitai�on propuesta por Einstein. Esto debido a que para haer experimentos en la teor��a de la

relatividad general se requiere un buen reloj (pulsar) dentro de un ampo gravitaional fuerte (produido

por el mismo pulsar).
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pm =
2π

µ0
BpR

3, (34.2)

para un dipolo magn�etio, entones Bc ≈ Bp(R/Rc)
3
. Por otra parte, la densidad de energ��a

magn�etia tiene el valor B2/µ0 y as�� se obtiene

P ∼
Energ��a

tiempo

= Densidad de energ��a × Volumen × freuenia

∼
B2
pR

6Ω4

µ0c
3

.

(34.3)

Tarea 11

En el aso de un dipolo magn�etio la potenia P est�a dada por la f�ormula de Larmour

P =
µ0

6c3
|�pm|

2, (34.4)

en donde pm es el momento bipolar magn�etio uya magnitud est�a dado por la eua-

i�on (34.2). En el aso de un pulsar, omo lo muestra la Figura V.3, se obtiene que

pm = pm0
Ω2

sinα on pm0
= pm0

ez. Adem�as, en el aso de un dipolo magn�etio, la

intensidad del ampo magn�etio B est�a dada por

B =
µ0pm0

4πr3
{2 os θer + sin θeθ} . (34.5)

(i) Calula el valor del ampo magn�etio Bp en el polo, i.e. uando θ = 0, y de aqu��

muestra que la potenia de radiai�on de un pulsar est�a dada por

P = −
dE

rot

dt
=

2π

3c3µ0
B2
pR

6Ω4
sin

2 α, (34.6)

(ompara esta euai�on on la igualdad (34.3)) en donde la E
rot

representa la p�erdida
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PSfrag replaements

Ω

α

Haz de radiai�on

Haz de radiai�on

L��neas de ampo magn�etio

L��neas de ampo magn�etio

Figura V.3: Modelo de una estrella de neutrones magnetizada en rotai�on, denominada

pulsar. Una estrella de neutrones on radio ∼ 10 km gira on veloidad angularΩ alrededor

de un eje determinado. Existe un dipolo magn�etio uyo eje hae un �angulo α on respeto

al eje de rotai�on. El haz de radiai�on eletromagn�etia es lanzado sobre el eje del dipolo

y por lo tanto, mientras la estrella rota, un observador lejano ve pulsos de radiai�on on

una freuenia bien estableida.
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de energ��a por rotai�on que para el aso de un uerpo r��gido esf�erio est�a dada por

E
rot

=
1

2
IΩ2, (34.7)

on I el momento de ineria del pulsar.

(ii) Muestra utilizando el iniso anterior, o de alguna otra manera, que debido a que

P > 0 entones la veloidad de rotai�on del pulsar disminuye debido a la p�erdida de

energ��a rotaional, en ompleto auerdo on las observaiones.

(iii) El tiempo arater��stio τ que tarda una estrella de neutrones en reduir su periodo

de pulsai�on est�a dado por τ := −Ω/ _Ω. Muestra que

τ =
3Ic3µ0

2πB2
pR

6
sin

2 αΩ2
(34.8)

El modelo del dipolo magn�etio para una estrella de neutrones puede ser puesto a

prueba observaional utilizando el ��ndie de ruptura n que est�a de�nido mediante la

relai�on

_Ω ∝ −Ωn
, y por lo tanto

n = −
Ω �Ω

_Ω2
= 3. (34.9)

En el aso de la nebulosa del angrejo el valor de este ��ndie es de ∼ 2.5.

�

Uniamente algunos pulsares est�an asoiados on remanentes de supernovas. Las razo-

nes son diversas, pero puede deberse a que la supernova sea de tipo I o a que el pulsar

tenga movimientos que impidan su observai�on, o a que en vez de un pulsar se forme un

agujero negro o por �ultimo a que la radiai�on pulsante no atraviese a la tierra.

§35. Ĺımite de Eddington

En iertos fen�omenos astrof��sios la radiai�on produida por ujos de fotones es apaz

de balanear a la fuerza gravitaional. El aso m�as senillo es el de una estrella soportada

�uniamente por presi�on de radiai�on omo vimos en la sei�on §29. Si se onsidera que el

gas est�a totalmente ionizado, entones la presi�on ejerida por la radiai�on se deber�a a la

dispersi�on de Thomson de la radiai�on produida por los eletrones en el gas ionizado. De
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ualquier forma, la ventaja de utilizar la sei�on transversal de Thomson σ
T

en el problema

es que esta sei�on de �area efetiva es la menor posible. Por lo tanto, la presi�on que se

produir�a por un ujo de fotones inidente en eletrones (presi�on es fuerza sobre �area) ser�a

la m�axima posible.

La fuerza F que ejere el ujo de fotones f (n�umero de fotones por unidad de �area por

unidad de tiempo) sobre los eletrones del plasma est�a dada por F = σ
T

f p. Aqu��, p = hν/c

es el momento que imparte ada fot�on on freuenia ν al �area efetiva de interai�on

σ
T

. El ujo de fotones a una distania r de la fuente est�a dado por (f. euai�on (6.1))

f = L/4πr2hν. Por otra parte, la fuerza gravitaional F
g

que at�ua sobre un par prot�on{

eletr�on del gas es F
g

= GM (m
p

+m
e

) /r2 ≈ GMm
p

/r2, en donde M es la masa del gas en

onsiderai�on. La masa del prot�on y del eletr�on son respetivamente m
p

y m
e

. La ventaja

de poner a la masa de un prot�on en la fuerza gravitaional (en vez de la de un eletr�on) es

que proporionar�a la m�axima fuerza gravitaional disponible. De esta manera, al igualar

F
g

on F enontraremos el valor m�aximo que los fotones deben realizar para ontener a una

masa M.

Con lo anterior y haiendo F = F
g

se obtiene la Luminosidad de Eddington L
Edd

que

est�a dada por

L
Edd

=
4πGMm

p

c

σ
T

≈ 1031
M

M⊙
W. (35.1)

Esta luminosidad representa la luminosidad m�axima que un objeto puede tener para que

exista un equilibrio entre fuerzas de radiai�on y fuerzas de gravitai�on. Si la luminosidad

de Eddington es exedida el objeto gravitaional es inestable y tiende a despedazarse. Lo

maravilloso de la luminosidad de Eddington es que �uniamente depende de la masa del

objeto. Por esta raz�on y utilizando la relai�on de masa{luminosidad, desrita en la sei�on

§29, es posible obtener una ota superior para la masa de una estrella de ∼ 100M⊙ omo

se menion�o en la sei�on §30.

§36. Transferencia de masa

Como ya hemos menionado, alrededor del 70% de las estrellas en la galaxia se en-

uentran en sistemas binarios. Para failitar las observaiones se de�ne la inlinai�on de
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la �orbita omo el �angulo i tal que si la �orbita de un objeto se enuentra ontenida en el

plano del ielo, entones i = 0. En ualquier otro aso i 6= 0.

Dos estrellas de masas m1 y m2 orbitan alrededor del entro de masa del sistema.

Medido en alg�un sistema de referenia el entro de masa r
m

est�a dado por r
m

= (m1r1+

m2r2)/(m1 + m2). Los radio vetores de las masas m1 y m2 est�an dados por r1 y r2. Si

esogemos al entro de masa omo el origen, entonesm1r1+m2r2 = 0. Es ostumbre de�nir

el radio vetor r := r1 − r2. As�� r1 = −µr/m1 y r2 = µr/m2, on µ = m1m2/(m1 +m2 la

masa reduida del sistema (f. sei�on §6). Adem�as si a1 y a2 son los semiejes mayores

de las respetivas �orbitas del sistema on foo en el entro de masa, entones a1 + a2 = a.

Aqu�� a representa el semieje mayor de la elipse produida por el radiovetor r. De esta

manera, la ley de Kepler para el sistema es

G (m1 +m2)P
2 = 4π2a3, (36.1)

en donde P es el periodo de la �orbita. Supongamos que las veloidades orbitales K1 :=

v1 os i y K2 := v2 os i de ambas masas pueden ser medidas, ya sea por efeto Doppler,

ambios espetrales o pulsai�on del periodo de la �orbita (en el aso de un pulsar). En el

aso de que i = 0 entones, omo el momento total on respeto al entro de masa es ero,

se obtiene que

v1 os i

v2 os i
=
v1

v2
=

r2

r1
=

m2

m1
.

En otras palabras, la raz�on de masa m2/m1 es una antidad observada. En el aso de que

las �orbitas sean m�as o menos irulares y que i 6= 0, entones las veloidades orbitales

est�an dadas por

K1 :=
2π

P
a1 sin i, K2 :=

2π

P
a2 sin i. (36.2)

Utilizando la euai�on (36.1), la ley de Kepler (36.1) implia que los fator de masa f1 y

f2 est�en determinados por

f1,2 :=
PK3

1,2

2πG
=

(m2,1 sin i)
3

(m1 +m2)
2
. (36.3)
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De esta manera, omo f1/f2 = (K1/K2)
3 = (m2/m1)

3
entones si se onoe el oiente

K1/K2 se puede determinar la frai�on de masa m2/m1.

La paradoja de Algolparadoja!de Algol dio lugar al desubrimiento del primer siste-

ma binario donde ourr��a transferenia de masa de una estrella a otra. La interpretai�on

fue desrita por Crawford en la d�eada de los 1960's. A prinipios del siglo XIX J. Goo-

drike desubri�o que la estrella brillante a simple vista Algol (β Per) es elipsada por su

ompa~nera ada 2.9 d��as. La estrella brillante es una estrella normal que quema hidr�ogeno

en su entro y tiene una masa ∼ 4M⊙. La estrella elipsante es una estrella evoluionada

subgigante de ∼ 0.8M⊙. Sin embargo, omo se ha menionado, las estrellas m�as masivas,

evoluionan m�as r�apido que las estrellas menos masivas. Esto se ontradie totalmente en

este sistema y a esta ontradii�on se le onoe omo la paradoja de Algol. Lo que real-

mente suede es que primeramente la estrella m�as masiva evoluiona y se expande hasta

ompletar su etapa de quemado de hidr�ogeno. Durante esta etapa, la ompa~nera menos

masiva aptura gravitaionalmente a la envolvente de la estrella masiva. As��, la frai�on

de masa del sistema se invierte. Diho de otro modo, la estrella menos masiva al apturar

masa de la ompa~nera aumenta su masa y la estrella que originalmente ten��a menos masa,

disminuye onsiderablemente la misma.

Consideremos un sistema binario que �orbita alrededor de su entro de masa. Si tomamos

un sistema de referenia que rota on el sistema binario de tal manera que el origen oinida

on el entro de masa del sistema, entones el potenial est�a dado por

φ = −G
m1

r1
−G

m2

r2
+Ω2r2, (36.4)

en donde Ω representa la veloidad de rotai�on del sistema medido desde las estrellas

�jas. El potenial entr��fugo est�a dado por Ω2r2. Las super�ies equipoteniales est�an

gra�adas en la Figura V.4. La super�ie de una estrella en este diagrama orresponde

tambi�en a alguna super�ie equipotenial. De tal manera que uando una de las estrellas

(la m�as masiva) evoluiona, entones llega un momento en que su super�ie se expande

tanto que omparte l��neas equipoteniales on la otra estrella. De esta manera la estrella

que evoluion�o primero lanza su masa haia la segunda a trav�es del punto de Lagrange

L1. Este proeso de transferenia de masa de una estrella a la otra se denomina ujo del

l�obulo de Rohe . Existe tambi�en la posibilidad de apturar masa de una estrella si una de

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



§36 TRANSFERENCIA DE MASA 161

las estrellas posee un viento estelar fuerte que es apturado por la ompa~nera.

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

0.4

0.6

y

0 0.5 1 1.5
x

PSfrag replaements

L1

L�ob. Rohe

Figura V.4: La �gura muestra algunas super�ies (l��neas) equipoteniales de un sistema

binario en orrotai�on. Se ha supuesto que la masa de la estrella que se enuentra en el

origen es de 1M⊙. En la posii�on x = 1AU se enuentra otra estrella de masa 1.5M⊙.

La veloidad angular de rotai�on del sistema es 1 a~no

−1

. Las distanias en la gr�a�a est�an

medidas en unidades astron�omias. El punto donde la urva errada interseta al eje x es

el punto interno de Lagrange L1. A esta urva errada se le denomina el l�obulo de Rohe.

La transferenia de masa se lleva aabo generalmente de la estrella m�as masiva a la

estrella menos masiva. Cuando esto suede, la transferenia ontin�ua r�apidamente hasta

que las masas se igualan y la transferenia se vuelve m�as lenta. Como muestran las simu-

laiones num�erias, los detalles de esta transferenia dependen de �omo var��a el radio de

la estrella al perder su masa. La perdida y transferenia de masa en un sistema binario

puede ambiar el periodo orbital de valores tan peque~nos omo de 100 d��as hasta valores

de unas uantas horas.

Cuando una de las estrellas en un sistema binario evoluiona para onvertirse en una

enana blana su periodo orbital es de unas uantas horas y el semieje mayor es menor al
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radio del sol. En este aso la transferenia de masa es tan grande que el sistema genera una

variable atal��smia . Cuando estas estrellas var��an su luminosidad �optia por fatores

de ∼ 100 en unas uantas semanas se denominan enanas nova .

En iertas irunstanias, la masa que se areta a una de las estrellas es ria en

hidr�ogeno. Debido al alentamiento generado por la arei�on, es posible que el hidr�ogeno

se queme de manera explosiva. Esto genera un brillo fuerte (explosivo) y es observado en

la tierra omo una nova . En el aso en que la masa expulsada por las explosiones nova

sea menor a la masa aretada, la enana blana puede alanzar el l��mite de Chandrasekhar

y generar una explosi�on supernova de tipo I. La energ��a termonulear extra��da por esta

explosi�on es su�iente para llevar a in�nito todo el material de la estrella y por lo tanto

no se produe un remanente ompato.

Cuando el objeto ompato resulta ser una estrella de neutrones, entones la arei�on

genera emisi�on de rayos{X. En efeto, la luminosidad L
grav

produida por la liberai�on de

energ��a gravitaional de la estrella en este aso est�a dada por

L
grav

=
GM _M

R
= 4πR2σT 4

sup

, (36.5)

en donde

_M es la taza de arei�on (antidad de masa por unidad de tiempo debida a la

arei�on haia una estrella). La temperatura de la super�ie de la estrella est�a representada

por T
sup

y el �ultimo paso en la euai�on (36.5) se debe a la ley de Boltzman (por unidad

de tiempo) para un uerpo negro. En el aso de arei�on haia estrellas de neutrones

entrales la taza de arei�on

_M es tan grande que llega a rebasar valores de luminosidad

solar L⊙. Con esto se generan temperaturas del orden de 10

6

K que orresponde al rango de

rayos{X. Estos objetos se denominan binarias de rayos{X . Cuando el objeto ompato

es un agujero negro es posible produir tambi�en rayos{X. Las estrellas binarias de rayos{X

est�an lasi�adas en dos onjuntos. El primer grupo suede uando la ompa~nera tiene

masas & 10M⊙. En este aso el sistema se denomina HMXB (High mass X-ray Binary).

El segundo grupo orresponde a estrellas binarias de masas . 10M⊙ que se denomina

LMXB (Low mass X-ray Binary).

Para que se produza una binaria de rayos{X se requiere que una explosi�on supernova

en un sistema binario haya ourrido. La explosi�on supernova debe haber ourrido por la

estrella de menos masa en el sistema uando aret�o su masa por medio de transferenia
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de masa. En el aso en que sea la estrella m�as masiva la que explote, lo que se obtiene es

una estrella que se aleja de la �orbita y un pulsar on veloidad elevada orbitando en esta

misma.

§37. Acreción

El proeso de arei�on ourre uando gas o materia ae haia un objeto gravitaional

ompato y se aumula sobre el mismo. Esto suede esenialmente sobre ualquier objeto

gravitaional. Sin embargo el proeso de arei�on es muho m�as e�iente uando el objeto

gravitaional entral posee una gran energ��a de amarre (∝ M2/R).

Para entender de manera simple la forma en la ual se extrae energ��a debida a los

proesos de arei�on, onsideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que se tiene arei�on

de materia haia una estrella de masa M y radio R. Si la materia ae libremente sobre la

super�ie de la estrella desde in�nito, entones la energ��a in�etia que adquiere la materia

se inrementa a medida que su energ��a potenial se vuelve m�as negativa, i.e. uando la

distania al entro de la estrella disminuye. En el aso de que un prot�on on masa m
p

que

ae libremente desde in�nito, la energ��a in�etia est�a dada por

1

2
m

p

v

2 =
GMm

p

r
, (37.1)

en donde r es la oordenada radial medida desde el entro de la estrella y v es la veloidad

de a��da libre. Cuando el gas que ae alanza el radio de la estrella r = R entones es

desaelerado violentamente. De esta manera toda la energ��a in�etia tiene que ser radiada

en forma de alor, lo ual produe radiai�on (que llega a ser hasta radiai�on de rayos{X en

el aso de arei�on de gas sobre estrellas de neutrones omo vimos en la sei�on §36).

Si la taza de arei�on (raz�on de ambio en el tiempo a la ual se areta masa haia el

objeto entral) est�a dada por _m, entones la taza de disipai�on de energ��a in�etia en la

super�ie de la estrella est�a dada por _mv

2/2. De esta manera, la luminosidad de la fuente

L est�a dada por

L =
1

2
_mv

2 =
GM _m

R
=

1

2
_mc

2
Å
r
S

R

ã
, (37.2)

en donde el radio de Shwarzshild r
S

:= 2GM/c2. Como veremos en el pr�oximo ap��tu-
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lo, este radio es una longitud arater��stia que aparee uando los fen�omenos relativistas

deben ser inluidos en las desripiones gravitaionales. De heho, esto es laro utilizando

an�alisis dimensional. En efeto, uando se onsideran fen�omenos relativistas en la gravi-

tai�on para los uales se tiene una longitud arater��stia {omo el radio de una estrella{

entones puede formarse un par�ametro adimensional dado por r/r
s

el ual debe jugar

un papel importante en la desripi�on de todos los fen�omenos f��sios (f. teorema Π de

Bukingham del an�alisis dimensional).

De la euai�on (37.2) se sigue que la luminosidad puede esribirse omo

L = ξ _mc
2, (37.3)

en donde ξ es el fator de e�ienia de onversi�on de energ��a en reposo (de la masa

aretada haia la estrella) en alor. Con el simple an�alisis aqu�� expuesto se ve que ξ ≈ r
S

/2R.

En otras palabras, el fator de onversi�on de energ��a es mayor para objetos de menor radio

omo las estrellas de neutrones. En el aso de enanas blanas ξ ≈ 3 × 10−4
y en el aso

de estrellas de neutrones ξ ≈ 0.1. Para dar una idea de lo grande que es este fator de

onversi�on de energ��a, onsideremos el aso de la reai�on nulear p{p en donde se onvierte

hidr�ogeno a helio (f. euai�on (28.6)). En este aso ξ ≈ 7 × 10−3
. De aqu�� se ve que el

fen�omeno de arei�on haia una estrella de neutrones es aproximadamente un orden de

magnitud m�as e�iente en omparai�on on la generai�on de energ��a nulear. Mas adelante

veremos que este fator de onversi�on de energ��a de masa en reposo es bastante m�as grande

para el aso de agujeros negros.

La manera en la ual ae gas haia un objeto gravitaional ompato puede ourrir

de diversas formas. Sin embargo �uniamente se onoen tres soluiones anal��tias a los

problemas de arei�on. En la arei�on esf�eria o arei�on de Bondi se onsidera un

objeto gravitaional ompato en reposo sumergido dentro de un gas de extensi�on in�nita

y on temperatura T . En la arei�on de l��nea un uerpo gravitaional ompato se mueve

on veloidad v a trav�es de un gas de temperatura despreiable. Por �ultimo, la arei�on

de diso ourre sobre un plano debido a que el gas posee un momento angular iniial

onsiderable. En todos los asos, el movimiento t�ermio o din�amio del gas es qui�en provee

la arei�on.
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Tarea 12

Considera un objeto ondensado (omo una estrella o un agujero negro) que se enuentra

inmerso dentro de una nube de gas muho m�as grande que el objeto ondensado. De esta

manera, el objeto \entral" puede aproximarse mediante un punto, que por omodidad

pondremos en el origen de oordenadas. Supongamos que la gravedad propia del gas es

despreiable en omparai�on on la gravedad que ejere el objeto entral sobre ualquier

part��ula de uido en la nube. Por lo tanto, la din�amia de las part��ulas de uido en la

nube de gas est�a determinada por las ondiiones iniiales y de frontera, as�� omo por la

fuerza gravitaional produida por el objeto entral.

1. Suponiendo que el gas en la nube ha alanzado un estado estaionario (∂/∂t = 0) y

que este mismo obedee una relai�on politr�opia, muestra utilizando las euaiones

no{relativistas de ontinuidad y de Euler que la veloidad v = ver, donde r es la

oordenada radial, obedee la siguiente euai�on

1

v

Ç
1−

v

2

c2

å
dv

dr
= −

2

r
+

GM⋆

r2c2
. (37.4)

Aqu�� hemos supuesto simetr��a esf�eria (pues el ujo ha alanzado un estado estaio-

nario) y hemos esrito a la masa del objeto entral omo M⋆. Este tipo de ujo se

denomina ujo de arei�on de Bondi en honor a su reador y es uno de los problemas

m�as famosos de la astrof��sia

†
.

2. Muestra on ayuda de la euai�on (37.4), o de alguna otra manera, que una part��ula

de uido alanza un valor s�onio en el punto

r
s

=
GM

2c2
. (37.5)

3. De�ne M = v/c y ξ = r/r
s

. Muestra entones que

(a) Si M ≫ 1 y ξ ≫ 1 entones M2 ≈ 4/ξ+ onst.

(b) Si M ≪ 1 y ξ ≪ 1 entones M2 ≈ onst× e−4/ξ
.

†
Para distanias su�ientemente alejadas del objeto entral, la euai�on (37.4) es v�alida inluso uando

el objeto entral es un agujero negro o una estrella de neutrones. Esto porque la m�etria del espaio{

tiempo generada por estos objetos resulta onverger a la m�etria Newtoniana para distanias su�ientemente

alejadas de los objetos que produen los ampos gravitaionales.
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() Si M ≪ 1 y ξ ≫ 1 entones M2 ≈ 4/ξ4.

(d) Cera del punto s�onio, uandoM = 1−ǫ y ξ = 1−δ (ǫ y δ antidades peque~nas)

muestra que dM/dξ = ±2.

(e) Con todo esto, haz una gr�a�a de M vs. ξ donde muestres las regiones s�oni-

as, subs�onias y supers�onias. Muestra omo var��a la veloidad dentro de este

diagrama.

4. Utilizando el teorema de Bernoulli, o de ualquier otra manera, muestra que la velo-

idad del sonido c(r
s

) evaluada en el punto s�onio est�a dada por

c(r
s

) =

{
2

5− 3κ

}1/2

c∞, (37.6)

en donde c∞ es el valor de la veloidad del sonido en r = ∞.

5. La taza de arei�on

_M se de�ne omo la antidad de masa por unidad de tiempo que

ae al objeto entral de masa M⋆. Muestra utilizando la euai�on de ontinuidad o

de alguna otra manera, que

_M = 4πr2ρv = onst. (37.7)

De aqu�� muestra, despu�es que hayas mostrado la igualdad ρκ−1(r
s

)c2
∞

= ρκ−1
∞

c2(r
s

),

que para el ujo de arei�on de Bondi (o arei�on esf�eria) la taza de arei�on est�a

dada por

_M =
πGM2

⋆
ρ∞

c
3/2
∞

{
2

5− 3κ

}(5−3κ)/(2(κ−1))

, (37.8)

donde ρ∞ es el valor de la la densidad evaluado lejos del objeto entral.

Cuando el gas en la nube in�nita de gas {la ual proporiona la arei�on de Bondi{

posee una peque~na rotai�on, entones las l��neas de orriente que aen haia el objeto

entral resultan no ser l��neas radiales. De heho uando la nube gira omo un uerpo

r��gido alrededor de un eje que pasa por el entro de la estrella, la arei�on se lleva aabo

m�as o menos en trayetorias parab�olias. El foo de la par�abola es la estrella y por lo tanto,

las l��neas de orriente no terminan en la super�ie de la estrella omo suede en el aso de

la arei�on esf�eria (la �unia exepi�on es la l��nea de orriente que est�a en el eje de rotai�on
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pues ualquier part��ula de uido en esta regi�on aree de momento angular). En el plano

ortogonal al eje de rotai�on y que interseta al entro de la estrella, las l��neas de orriente

provenientes de \arriba" y \abajo" de este plano olisionan on su ontraparte sim�etria

que viene del otro lado del plano. Las mejores simulaiones num�erias de este fen�omeno

muestran que la omponente ortogonal de la veloidad a este plano se anule despu�es de

la interai�on mediante la generai�on de una onda de hoque produida por la olisi�on.

En otras palabras, la energ��a in�etia de las part��ulas en la direi�on ortogonal al plano

se termaliza (se onvierte en energ��a t�ermia) y se pierde m�as tarde mediante radiai�on.

Con esto, las part��ulas de uido �uniamente tienen omponentes de veloidad dentro del

plano. Debido a que el momento angular de ada part��ula debe onservarse a lo largo de

su trayetoria, entones las part��ulas de uido que ahora limitan su movimiento al plano

deben girar alrededor del eje de rotai�on. De esta manera se espera que un diso de gas

que gira alrededor del eje de rotai�on de la nube se produza (f. Figura V.5).

Las part��ulas de gas que giran en un plano, alrededor del objeto entral tienden a

haerlo en un diso de gas debido a la simetr��a del problema. A este objeto gaseoso y

masivo que es autogravitante se le denomina diso de arei�on . El gas gira alrededor del

objeto entral de tal forma que omienza a aretarse (aer) haia el objeto entral. Esto

suede debido a que una visosidad genera frii�on entre las part��ulas a diversos radios. De

esta manera, se transporta momento angular a las partes m�as lejanas del diso a expensas

de que las part��ulas sean aretadas haia el entro del diso, donde se enuentra el objeto

entral.

Formalmente, onsideremos un diso de gas de tal manera que el gas tenga un momento

angular signi�ante. Debido a que las part��ulas que se enuentran girando en distintos

radios poseen veloidades diferentes, se genera frii�on o visosidad entre las mismas. Si

suponemos que la din�amia del gas ha alanzado un estado estaionario (∂/∂t = 0) entones

la masa de gas formar�a una irunferenia o diso. Supongamos que la masa del diso M
dis

es muho menor que la masa del objeto entral (estrella) M. Si el diso se enuentra sobre

el plano xy entones la ondii�on de balane hidrost�atio en la omponente z est�a dada

por (f. euai�on (25.1))

∂p

∂z
= −G

Mρ osθ

r2
, (37.9)
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Figura V.5: Lineas de orriente produidas por la atrai�on gravitaional haia un objeto

entral ondensado que se enuentra en el origen de oordenadas. El gas que rodea a la nube

es onsiderado in�nitamente extenso y posee un momento angular espe���o (momento

angular por unidad de masa) alrededor del eje z dado por Γ∞ ≪ 1. El plano mostrado en la

�gura orresponde a un �angulo azimutalϕ = onst. Cada l��nea de orriente olisiona on su

ontraparte sim�etria en el plano xy. Esto produe una termalizai�on de la omponente

de veloidad en direi�on ortogonal al plano y por lo tanto las part��ulas de uido se

quedan rotando (por onservai�on de momento angular) alrededor del eje z en un diso

de arei�on. En la �gura, las distanias est�an medidas en unidades del radio del diso. De

esta manera, la proyei�on del diso en el plano ϕ = onst orresponde a la l��nea que va

de −1 a +1 en el eje horizontal. En la �gura R2 = x2 + y2
.
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en donde el �angulo θ es el �angulo polar y r la oordenada radial. Debido a que os θ ≈ z/r

y omo ∂p/∂z ≈ p/Z, en donde Z es aproximadamente la altura del del diso, entones la

ondii�on de la euai�on (37.9) toma la forma

p

Z
= −G

Mρ sinθ

r2
. (37.10)

El gas que gira en el diso, �orbita r�apidamente y tiene una omponente radial haia el

objeto ondensado muy peque~na. Por esta raz�on es v�alido pensar que ada part��ula de

uido posee una �orbita Kepleriana alrededor del objeto entral. Por lo tanto, ada part��ula

de gas se enuentra eranamente en un equilibrio entr��fugo, es deir, v

2
ϕ/r = GM/r2

en donde vϕ es la omponente de la veloidad en la direi�on azimutal. Con esto, la

euai�on (37.10) queda omo

Z

r
≈ 1

vϕ

√

p

ρ
≈ c

vϕ
=

1

M

, (37.11)

en donde c =
»
(κp/ρ) es la veloidad del sonido y M := v/c ≈ vϕ/c es el n�umero de

Mah del gas en el diso de arei�on. De la euai�on (37.11) se ve que uando el ujo es

altamente supers�onio (i.e. M ≫ 1) entones el diso es un diso delgado. F��siamente

esto quiere deir que los gradientes de presi�on no son lo su�ientemente grandes omo

para que el diso se haga \anho". Los disos de arei�on alrededor de estrellas suelen

obedeer las propiedades de disos delgados. Por esta raz�on en lo que resta de esta sei�on

nos dediaremos al estudio de disos de arei�on delgados.

En el aso de un uido ideal (i.e. un uido donde no existe disipai�on por visosidad

o alor) no{relativista, la euai�on de movimiento del uido est�a dada por la euai�on

de Euler(23.3). Esta euai�on puede transformarse a una forma de euai�on de onser-

vai�on on ayuda de la euai�on de ontinuidad (23.2). En efeto, utilizando las eua-

iones (23.2)-(23.3) se obtiene que ∂(ρvµ)/∂t = ρ∂vµ/∂t + vµ∂ρ/∂t = −ρvν∂vµ/∂xν −

∂p/∂xµ − vµ∂(ρvν)/∂xν on lo ual

∂ρvµ

∂t
+

∂Πµν

∂xν
= 0, (37.12)

en donde Πµν es el tensor de densidad de ujo de momento y est�a dado por

†

†
Para entender el signi�ado del tensor Πµν integremos a la euai�on (37.12) sobre un volumen y

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



170 V ESTRELLAS

Πµν := ρvµvν + pδµν. (37.15)

Otra forma de obtener la euai�on (37.12) es utilizando las omponentes espaiales de la

euai�on (20.6) y tomar los l��mites Newtonianos uando c → ∞ omo se muestran en la

relai�on (23.1).

Cuando la visosidad juega un papel importante en el movimiento de un uido es

neesario modi�ar el tensor de ujo de momento Πµν, dado por la euai�on (37.15), por

el tensor Πµν = pδµν + ρvµvν − σ ′
µν = −σµν + ρvµvν, en donde σµν = −pδµν + σ ′

µν es el

tensor de esfuerzos y σ ′
µν es el tensor de esfuerzos visoso. En su forma m�as general, este

tensor est�a dado por

σ ′
µν = η

Ç
∂vµ

∂xν
+

∂vν

∂xµ
−

2

3
δµν

∂vλ

∂xλ

å
+ ζδµν

∂vµ

∂xµ
, (37.16)

en donde los oe�ientes η y ζ no dependen de la veloidad. En la euai�on (37.16), η y ζ

representan el oe�iente de visosidad (o visosidad din�amia) y la segunda visosidad

respetivamente.

Para entender de manera m�as simple a la visosidad, onsideremos el siguiente ejemplo

de ujo unidimensional. Supongamos que se tiene un uido unidimensional que se mueve

en la direi�on ey y por lo tanto su veloidad est�a dada por v = vey. Utilizando las

euaiones (37.15) y (37.16) se tiene que el ujo de momento transmitido en la direi�on

ex est�a dado por

apliquemos el teorema de la divergenia, obteniendo as��

∂

∂t

∫

ρvµdV = −

∫
∂Πµν

∂xν
dV = −	

∫

Πµνdaν. (37.13)

El lado izquierdo de la euai�on (37.13) representa la taza de ambio de la omponente µ{�esima del momento

ontenido dentro del volumen en onsiderai�on. Neesariamente el lado dereho de esta euai�on debe ser la

antidad de momento que uye haia afuera a trav�es de la super�ie frontera por unidad de tiempo. As��, la

antidad Πµνdaν es la µ{�esima omponente del momento que uye a trav�es del elemento de super�ie da.

Si esribimos daν = nνda, donde n̂ es un vetor unitario en la direi�on del elemento de �area da entones

el vetor

Πµνnν = pnµ + ρvµvνnν. (37.14)

representa el ujo de la µ{�esima omponente del momento por unidad de �area. De esta manera el tensor

Πµν representa la µ{�esima omponente de la antidad de momento que uye por unidad de tiempo, por

unidad de �area perpendiular al eje xν.
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Π = −η
dv

dx
. (37.17)

Consideremos ahora un ujo en dos dimensiones que gira alrededor del eje z on una

veloidad angular Ω = _ϕ, omo el gas que gira alrededor de un objeto ondensado forman-

do un diso de arei�on. En este aso el tensor de esfuerzos visoso est�a dado por los dos

primeros t�erminos del lado dereho de la euai�on (37.16), on µ, ν = 1, 2. Las oordenadas

m�as apropiadas para desribir este ujo son oordenadas polares (r, ϕ), que est�an relaio-

nadas on las oordenadas artesianas mediante las relaiones x = r osϕ, y = r sinϕ. De

esta manera, debido a que la veloidad v = eµdxµ/dt, entones vx = vr os θ − vϕ sinϕ y

vy = vr sinϕ + vϕ osϕ. En el aso de un diso de arei�on es laro que se tiene simetr��a

axisim�etria, es deir, todas las antidades hidrodin�amias se ven iguales para ualquier

�angulo ϕ. Por omodidad elijamos entones ϕ = 0. De aqu�� se sigue entones que la

omponente del tensor de esfuerzo visoso σ ′
rϕ = σ ′

ϕr = σ ′
xy|ϕ=0. Esto es debido a que

ax(ϕ = 0) = ar y ay(ϕ = 0) = aϕ para todo vetor a = axex +ayey = arer +aϕeϕ. Con

todo esto y y utilizando la regla de la adena, el esfuerzo visoso σ ′
ϕr (i.e. la antidad de

momento en la direi�on ϕ por unidad de �area por unidad de tiempo transmitida a trav�es

de un �area ortogonal a er debida a las fuerzas visosas) est�a dado por

σ ′
xy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ϕ=0

= σ ′
ϕr = η

{
∂vx

∂y
+

∂vy

∂x

} ∣

∣

∣

∣

∣

∣

ϕ=0

= η

{
−
vϕ

r
+

∂vϕ

∂r

}
= ηr

∂Ω

∂r
, (37.18)

en donde Ω := _ϕ es la veloidad angular. En el aso en que Ω = onst, entones el diso

de arei�on rota omo un uerpo r��gido y por lo tanto no hay transferenia de momento

de las partes entrales haia las partes exteriores del diso.

Consideremos nuevamente un anillo de diso on espesor Z. De esta manera, la tora τ

que at�ua sobre la sei�on interna de este anillo loalizado a una distania r est�a dada por

τ(r) = 2πr × Z× r× ηr
∂Ω

∂r
. (37.19)

La tora τ(r + dr) que at�ua sobre la sei�on externa del �area del anillo que se enuentra

a una distania r+ dr es
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τ(r+ dr) ≈ τ(r) +
∂τ(r)

∂r
dr. (37.20)

Con esto se sigue que la tora neta que at�ua sobre el anillo est�a dada por

∂L

∂t
= τ(r + dr) − τ(r) = 2πηZ

∂

∂r

(

r3
∂Ω

∂r

)

dr, (37.21)

en donde L = π
{
(r+ dr)2 − r2

}
× Z × ρvϕ ≈ 2πr2Zρvϕdr es el momento angular del

anillo. De aqu�� que

∂vϕ

∂t
=

ν

r2
∂

∂r

{
r3

∂

∂r

Å
vϕ

r

ã}
, (37.22)

en donde ν := η/ρ es la visosidad inem�atia . Esta relai�on es sumamente importan-

te pues implia que la veloidad angular vϕ es una funi�on de la posii�on r, del tiempo

t y de la visosidad inem�atia ν. Diho de otra forma, la estrutura del diso depende

fuertemente de la visosidad. Para tener una idea ualitativa de la visosidad inem�atia,

alulemos el n�umero de Reynolds R := L2/νT = V L/ν, en donde L, T y V son par�ame-

tros arater��stios del problema uyas dimensiones son de longitud, tiempo y veloidad

respetivamente. Cuando R ∼ 1 entones la visosidad juega un papel importante en la

desripi�on din�amia del uido. Cuando R ≫ 1, la visosidad es despreiable (esto suede

laramente para un ujo altamente supers�onio). Cuando R ≥ 103, el ujo es turbulen-

to. Resulta que para el aso de disos de arei�on en astrof��sia el n�umero de Reynolds

R ∼ 1012. Este resultado implia que el ujo en un diso de arei�on es severamente turbu-

lento. Adem�as, la visosidad ordinaria que pueda estar asoiada a deexiones de part��ulas

argadas en el plasma no es la ausante de la estrutura del diso. De heho, la existenia

de turbulenia en el diso genera una visosidad turbulenta ! que b�asiamente tiene todas

las funiones de la visosidad normal pero el transporte de momento se lleva aabo graias

al movimiento de peque~nos v�orties en el plasma. Por si esto no fuera su�iente ompli-

ai�on, es exesivamente probable que exista un ampo magn�etio amarrado al diso de

arei�on y por lo tanto exista entones una turbulenia magnetohidrodin�amia. De heho,

los estudios llevados hasta ahora pareen indiar que en efeto, la visosidad produida se

debe a la inestabilidad rotaional magnetohidrodin�amia.

En la d�eada de los 1970's, Sunayev y Shakura se dieron uenta de todas estas om-
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pliaiones que apareen en los disos de arei�on. Para haer a un lado estos problemas,

ellos introdujeron de manera emp��ria una relai�on para la visosidad turbulenta ν que

est�a dada por

ν = αc
s

Z, (37.23)

en donde c
s

es la veloidad del sonido en el plasma y α es una onstante de proporionali-

dad

†
. Debido a que los peque~nos v�orties turbulentos deben tener dimensiones menores al

espesor del diso Z y omo las veloidades de rotai�on de los mismos deben ser menores a

la veloidad del sonido, entones a primera aproximai�on uno espera que α ≤ 1.

La ventaja de tener un meanismo para esribir la visosidad omo en la euai�on (37.23)

es que, omo veremos en un momento, se pueden enontrar soluiones anal��tias para la

estrutura de los disos de arei�on delgados (i.e. uando Z ≪ R, on R el radio del dis-

o). Cuando un diso de arei�on delgado es desrito mediante un �unio par�ametro α que

obedee a la reeta (37.23) se die que el diso es un diso{α.

Debido al proeso de arei�on existe materia que ae lentamente haia el objeto entral

on una veloidad vr. Si onsideramos que la arei�on se lleva de manera estaionaria

(∂/∂t = 0) entones la euai�on de ontinuidad implia que la taza de arei�on _m :=

dm/dt es una ontante. En efeto, onsideremos un anillo del diso de arei�on uyo espesor

est�a dado por dr = vrdt. El volumen de este anillo est�a dado por dV = dr×
∫
dz×r

∫2π
0
dϕ.

De aqu�� que la taza de arei�on est�e dada por

_m = 2πrvrΣ, (37.24)

en donde la densidad super�ial Σ (masa por unidad de �area) est�a de�nida omo

Σ :=

∫
ρdz. (37.25)

Para mostrar que la antidad _m que se muestra en la euai�on (37.24) es onstante, to-

memos la euai�on de ontinuidad para el aso estaionario e integremosla a lo largo del

volumen aotado por el anillo del diso uyo espesor es dr. De esta manera y omo la

†
Hoy en d��a, puede mostrarse que la euai�on (37.23) es una onseuenia natural de la turbulenia

magnetohidrodin�amia.
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veloidad es �uniamente radial, entones al utilizar el teorema de la divergenia se obtiene

que

	
∫
ρv � da =

∫
1
ρvrdar −

∫
2
ρvrdar = 0, en donde dar es la super�ie del anillo que es

ortogonal a la super�ie del diso de arei�on y los sub��ndies 1 y 2 etiquetan a las dos su-

per�ies del anillo que satisfaen esta propiedad. De aqu�� se sigue que la antidad ρvrdar

es una onstante para el ujo de arei�on. Debido a que dar = dz × r
∫2π
0
dϕ, entones

queda demostrado que la antidad _m es una onstante.

Calulemos ahora la tora τ que at�ua sobre una super�ie il��ndria del diso de

arei�on a una distania r del origen. De auerdo a la euai�on (37.19), es laro que la

tora sobre esta �area est�a dada por

τ(r) = 2πr3ν
dΩ

dr

∫
ρdz = 2πr3νΣ

dΩ

dr
. (37.26)

y la integral es tomada desde la parte inferior del diso hasta su parte superior.

Por otra parte, el momento angular por unidad de tiempo que uye a trav�es de la

super�ie perpendiular al radio r est�a dada por

_mvϕr = 2πr3ΣvrΩ. (37.27)

Si onsideramos un anillo de diso on espesor dr entones el momento angular por unidad

de tiempo que uye a trav�es de la super�ie ortogonal al radio r + dr est�a dado por

( _mvϕr)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r+∆r

=
Ä
2πr3ΣvrΩ

ä
∣

∣

∣

∣

∣

∣

r+∆r

≈ 2πr3ΣvrΩ+ 2π
∂

∂r

Ä
r3ΣvrΩ

ä
∆r. (37.28)

De las euaiones (37.27)-(37.28) se sigue que el ambio de momento angular por unidad

de tiempo ∆L est�a dado por

∆L = ( _mvϕr)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r+∆r

− _mvϕr = 2π∆r
∂

∂r

Ä
r3ΣvrΩ

ä
. (37.29)

La tora total que at�ua sobre el anillo est�a dada por τ(r + ∆r) − τ(r). Igualando esto

on la euai�on (37.29) y utilizando la igualdad (37.20), se obtiene que
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dτ

dr
= 2π

d

dr

Ä
r3ΣvrΩ

ä
. (37.30)

Por lo tanto, y on ayuda de la euai�on (37.26) se obtiene que

νΣ
dΩ

dr
= ΣvrΩ+

C

2πr3
, (37.31)

en donde C es una onstante de integrai�on. Para enontrar el valor de esta onstante,

notemos que justo en el borde interior del diso, la veloidad de rotai�on es justamente la

veloidad de rotai�on de la estrella. Como el material en la estrella gira omo un uerpo

r��gido entones dΩ/dr = 0 justo en la frontera entre el diso y la estrella. De aqu�� que el

valor de la onstante C este dado por

C = −2π
Ä
r3ΣvrΩ

ä
∣

∣

∣

∣

∣

∣

r⋆

, (37.32)

en donde r⋆ representa el radio de la estrella. Justo a esta distania, omo suede a ualquier

otra distania en el diso, la veloidad de rotai�on de una part��ula de uido es asi

Kepleriana y por lo tanto Ω2 = GM⋆/r
3
, on M⋆ la masa de la estrella entral. Con esto

y utilizando la euai�on (37.24) se obtiene que

C = − _m
»
GM⋆r⋆, (37.33)

y por lo tanto la onstante C representa la taza de transferenia de momento angular en

la super�ie de la estrella.

Sustituyendo la euai�on (37.33) en la igualdad (37.31) se obtiene que

νΣ =
_m

3π

{
1−

Å
r⋆

r

ã1/2}
. (37.34)

Por otra parte, en el aso de uidos inompresibles (i.e. div v = 0), la taza de disipai�on

de energ��a in�etia

_E
in

(p�erdida de energ��a in�etia por unidad de tiempo) debida a fuerzas

visosas que at�uan en un volumen �jo V de uido est�a dada por la integral

_E
in

=
∂E

in

∂t
= −

1

2

∫
η

Ç
∂vµ

∂xν
+

∂vν

∂xµ

å2

dV = −

∫
ηdV r2

(

∂Ω

∂r

)2

, (37.35)
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en donde el �ultimo paso en la euai�on (37.35) se obtiene esribiendo la veloidad de la

part��ula de uido en uesti�on esrita en oordenadas irulares suponiendo que el ujo

tiene simetr��a radial, es deir ∂/∂ϕ = 0, y que la veloidad radial vr = _r = 0. Ahora bien,

debido a que dV = rdϕdz para el diso de arei�on, entones la luminosidad L del diso

(i.e. la energ��a ganada por la p�erdida de energ��a in�etia en el gas) est�a dada por

L = −
∂E

in

∂t
= ν

∫
∞

r⋆

∫ 2π

0

∫
ρr2

(

dΩ

dr

)2

rdrdϕdz = 2πν

∫
∞

r⋆

r3Σ

(

dΩ

dr

)2

dr. (37.36)

Sustituyendo la relai�on (37.34) en la euai�on (37.36) y teniendo en uenta que las �orbitas

de ada part��ula de uido en el diso son Keplerianas se obtiene que

L =
3G _mM⋆

2

∫
∞

r⋆

{
1−

Å
r⋆

r

ã1/2}
dr

r2
=

G _mM⋆

2r⋆
. (37.37)

Si suponemos que toda la energ��a t�ermia generada por las fuerzas visosas se pierde

debido a fen�omenos radiativos, entones la luminosidad de radiai�on del diso est�a dada

justamente por la euai�on (37.37). Este resultado es sumamente importante. Una part��ula

de uido que es aretada haia el objeto entral pasa por una serie de �orbitas Keplerianas,

quedando amarrada en ada una de estas. La energ��a de amarre que neesita la part��ula

para estableerse en ada una de estas �orbitas es justamente la mitad de la energ��a potenial

de la part��ula evaluada en el radio orrespondiente a la �orbita

†
. Entones la part��ula de

uido neesita disipar (mediante radiai�on) la mitad de su energ��a potenial para poder

estableerse en ada una de estas �orbitas Keplerianas. Esta energ��a disipada es la fuente

de luminosidad en un diso de arei�on. Justo uando la part��ula se ha estableido en la

super�ie de la estrella entral, se ha liberado la mitad de su energ��a gravitaional. Si la

part��ula de uido es llevada al reposo en la super�ie de la estrella entones es neesario

que la otra mitad de la energ��a potenial sea liberada totalmente. En otras palabras, la

frontera de la estrella es una fuente de luminosidad tan poderosa omo el diso de arei�on

ompleto.

Consideremos nuevamente el anillo de espesor ∆r. De la euai�on (37.37) se sigue que

†
Esto es laro pues la energ��a total de una part��ula es E

tot

= mv

2/2 − GM⋆m/r2. As��, para �orbitas

Keplerianas la aelerai�on entr��fuga se balanea on las fuerzas gravitaionales, i.e. mv

2/r = GM⋆m/r2.

Con esto se obtiene que una part��ula en una �orbita Kepleriana tiene una energ��a total E
tot

= −GM⋆m/2r.
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la luminosidad produida por este anillo loalizado en la posii�on r est�a dada por

L =
3G _mM⋆

2r2

{
1−

Å
r⋆

r

ã1/2}
∆r. (37.38)

Esta luminosidad es un poo m�as que s�olo la energ��a de amarre gravitaional que se produe

uando una part��ula de uido se mueve de la posii�on r + ∆r a la posii�on r. En efeto,

utilizando la euai�on (26.6) es laro que omo dm = ρdV entones la taza de energ��a

gravitaional

_W est�a dada por

_W = −GM⋆ _m/2r. De tal manera que la taza de energ��a

de amarre gravitaional evaluada en la posii�on r + ∆r est�a dada por ≈ −GM⋆ _m/2r +

GM⋆ _m∆r/2r2. Con esto se obtiene que la taza de energ��a de amarre liberada por una

part��ula al moverse de la posii�on r + ∆r a la posii�on r est�a dada por G _mM⋆∆r/r
2
.

La diferenia entre esta antidad y la euai�on (37.38) representa la energ��a asoiada al

momento angular que es transportado de la posii�on r a la posii�on r + ∆r.

Con todo esto se sigue que a pesar de que la energ��a total liberada por una part��ula

que alanza el radio de la estrella es la mitad de la energ��a potenial, la taza de disipai�on

de energ��a est�a dada por la taza de perdida de energ��a debida al transporte de momento

angular haia afuera del diso y a la liberai�on de energ��a gravitaional. Para ejempli�ar

esto, tomemos el l��mite uando r ≫ r⋆ en la euai�on (37.38) para obtener as��

L(r) =
3G _mM⋆

2r2
∆r. (37.39)

Esta antidad es tres vees la taza de energ��a neesaria para amarrar a una part��ula que

se desplaza de r+ ∆r a la posii�on r.

Lo m�as importante en toda la disusi�on para disos{α es que la luminosidad no depende

de la visosidad ν. Este heho es justamente lo que da belleza al modelo propuesto por

Shakura y Sunayev.
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Caṕıtulo VI

Relatividad general

Bajo iertas irunstanias es neesario que los efetos relativistas deban ser tomados

en uenta en el estudio de fen�omenos gravitaionales. Esto suede uando los ampos

gravitaionales son apaes de aelerar a part��ulas de prueba a veloidades eranas a la

de la luz. En efeto, onsideremos una masa de prueba m que orbita alrededor de una

masa entral M. En gravitai�on Newtoniana esto signi�a que la fuerza entr��fuga mv

2/r

debe ser igual a la fuerza gravitaional GMm/r2. Aqu��, r representa la distania entre las

dos masas y v es la veloidad azimutal de la part��ula de prueba alrededor de la masa

M. Los efetos relativistas en el ampo gravitaional deben ser tomados en uenta uando

la veloidad v ≈ c, o bien uando GM/rc2 ≈ 1. De�namos el par�ametro gravitaional

χ := 2GM/rc2. De esta manera, ualquier fen�omeno gravitaional que satisfaga la ondii�on

de que χ ≈ 1, requiere de una teor��a relativista de la gravitai�on para su desripi�on. El

par�ametro gravitaional χ tiene los siguientes valores para distintos objetos astron�omios:

(i) Super�ie terrestre: χ
tierra

≈ 1.4× 10−18
.

(ii) Super�ie del sol: χ⊙ = 4× 10−6
.

(iii) Super�ie de enana blana: χ
EB

≈ 5× 10−4
.

(iv) Super�ie de estrella de neutrones: χ
EN

≈ 0.3.

(v) El universo omo un todo: χ
U

≈ 0.1 − 1.
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Esto muestra que el ampo gravitaional alrededor de iertos objetos ompatos re-

quiere de una desripi�on relativista. La teor��a relativista de la gravedad fue dise~nada de

manera te�oria por el gran inteleto de Albert Einstein en 1915 y es muy probablemente

la teor��a m�as bella de todas las teor��as f��sias. Ya que el estudio de esta teor��a relativista

es extenso, solamente nos onentraremos en los prinipios b�asios de la misma y daremos

por heho algunos de sus resultados para poder apliarlos a iertos objetos astron�omios.

§38. Experimentos de Eötvos, Dicke y Braginsky

La ley de Newton de movimiento establee que la fuerza f es una funi�on que depende

de la posii�on, las veloidades y el tiempo. Esta fuerza es proporional a la aelerai�on a a

trav�es de una onstante que arateriza al uerpo llamada la masa m del objeto, es deir,

ma = f. (38.1)

Por otra parte, la ley de Newton de gravitai�on universal nos die que la relai�on

funional de la fuerza (el lado dereho de la euai�on (38.1)), produida por dos masas m1

y m2, y que at�ua sobre la primera, est�a dada por

f = −G
m1m2

|r2 − r1|2
Ÿ�(r2 − r1), (38.2)

donde r1 y r2 son los radio vetores de las masas orrespondientes.

En prinipio, las masas m, m1 y m2 son osas ompletamente diferentes. De auerdo

on la ley de Newton de movimiento m es la masa inerial de la part��ula que se aelera

y funiona omo una resistenia a esta aelerai�on. Reuerda que la masa inerial se de�ne

omo el oiente de la norma de la fuerza entre la aelerai�on que la fuerza proporiona a

la part��ula. Por otra parte, las masas que apareen en la ley de Newton de la gravitai�on

se llaman masas gravitaionales y su funi�on es que dan la respuesta orreta al valor de

la fuerza gravitaional produida por su presenia. Es bueno pensar en �estas omo unas

argas gravitaionales, en analog��a on las argas el�etrias y la ley de Coulomb.

En la ley de Newton de gravitai�on apareen las masas de manera bastante sim�etria.

En efeto, la masa pasiva m2(p), funiona omo un potenial gravitaional de la masa

ativa m1(a). Este potenial le die a la masa m1(a) omo moverse. An�alogamente, si
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onsideramos a la masa m1(p) omo la masa pasiva, entones esta misma funiona omo

un potenial gravitaional que le die a la masa ativa m2(a) omo moverse. La ley de

Newton de movimiento implia que las masas pasiva y ativa son proporionales una a la

otra ya que la fuerza de la primera en la segunda debe ser el negativo de la fuerza produida

por la segunda en la primera. En efeto, la ley de Newton implia que f1 2 = −f2 1. Esto

signi�a que Gm1(a)m2(p)/r
2 = Gm1(p)m2(a)/r

2
, donde r es la distania que separa a

ambas masas. De aqu�� se sigue que

m1(a)

m2(a)
=

m1(p)

m2(p)
.

La relai�on entre la masa gravitaional y la masa inerial tiene que ser enontrada

mediante el experimento. Por ejemplo, onsideremos un p�endulo que bajo la ai�on de

la gravedad se mueve. Para un �angulo de apertura θ peque~no, la fuerza que aelera al

p�endulo es −m
g

g sin θ ≈ −m
g

gθ, donde m
g

es la masa gravitaional y g es la aelerai�on

de la gravedad en la super�ie de la tierra. Ahora bien, de auerdo a la ley de Newton de

movimiento, la fuerza es el produto de la masa inerial m
i

multipliado por d

2(lθ)/dt2,

donde l es la longitud del hilo que uelga del p�endulo. De tal forma que podemos esribir

la euai�on de movimiento del p�endulo omo

d

2θ

dt2
= −

Å
m

g

m
i

ãÅ
g

l

ã
θ. (38.3)

La freuenia angular del p�endulo ω est�a entones dada por ω2 = (m
g

/m
i

)(g/l), de tal

manera que p�endulos de distinta masa e igual dimensi�on (longitud) osilan on el mismo

periodo si m
g

∝ m
i

. Newton realiz�o este experimento y enontr�o evidenia para esta

proporionalidad on una preisi�on de una parte en 1000.

Experimentos m�as reientes hehos por el Bar�on de E�otvos en los 1880's mostraron

la proporionalidad de ambas masas on resultados m�as preisos. Sus experimentos on-

sistieron en ver si exist��a movimiento alguno en una balanza de torsi�on debido a alg�un

desequilibrio entre la fuerza entr��fuga experimentada por una masa inerial en la super�-

ie de la tierra mientras �esta rota. La rotai�on de esta masa es debida a la rotai�on natural

de la tierra y la fuerza gravitaional que at�ua sobre �esta graias a la gravedad de la tierra.

En la d�eada de los 1960's, Robert H. Dike y olaboradores utilizaron al sol en vez de la
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tierra y a la fuerza entr��fuga produida por el movimiento de la tierra alrededor del sol.

Braginsky y Panov en los 1970's enontraron a�un mejores resultados que Dike y estable-

ieron la linealidad entre la masa inerial y la masa gravitaional on una preisi�on mejor

a una parte en 1012.

De estos experimentos se sigue entones que la proporionalidad de la masa inerial y

gravitaional. El resultado lave es identi�ar ambas masas omo iguales. Esto es lo que

da origen al prinipio prinipio de equivalenia formulado por Einstein.

§39. Principio de equivalencia

La propiedad m�as importante de los ampos gravitaionales es que uerpos de distintas

masas se mueven de la misma manera bajo la inuenia del mismo ampo gravitaional.

Esto no es de extra~narse, pues dos uerpos de distintas masas aen on la misma aelerai�on

al suelo en la tierra. Experimentos de este estilo y muy rudimentarios fueron hehos por

Galileo. Se die que Galileo utiliz�o la torre inlinada de Pisa para mostrar que uerpos de

masas distintas que dejan el reposo aen en el mismo tiempo al suelo de la tierra.

Esta propiedad de los ampos de gravedad permite la posibilidad de estableer una

analog��a entre el movimiento de un uerpo en un ampo gravitaional y el movimiento

de un uerpo loalizado fuera de un ampo gravitaional pero en un sistema de referenia

no{inerial. De esta manera las propiedades del movimiento de un uerpo en un sistema

de referenia no{inerial y uno inerial on un ampo de gravedad, son los mismos. Esta

equivalenia entre ampos de gravedad y sistemas de referenia no{ineriales se denomina

prinipio de equivalenia y fue formulado por Einstein en 1915.

Un uerpo que se mueve libremente en un sistema de referenia inerial sobre el ual

at�ua un ampo gravitaional es aelerado en una direi�on debido a la fuerza que le

imparte el ampo gravitaional. El mismo omportamiento del uerpo puede obtenerse en

un sistema de referenia no{inerial que tiene una aelerai�on en la misma direi�on que

el ampo gravitaional original.

Existe sin embargo una diferenia fundamental entre los sistemas de referenia no{

ineriales y los ampos gravitaionales que at�uan sobre sistemas de referenia ineriales.

A una distania in�nita de los uerpos que produen el ampo gravitaional, el valor del

ampo gravitaional tiende a desvaneerse. Sin embargo, los sistemas de referenia no{
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ineriales equivalentes a los ampos de gravedad inrementan el valor de su aelerai�on de

manera ilimitada a medida que se aproximan a in�nito. Este es el aso de un movimiento

irular alrededor de un eje. La aelerai�on entr��fuga diverge a una distania in�nita del eje

de rotai�on. Por otra parte, en el aso de un movimiento aelerado uniforme, la aelerai�on

no diverge en in�nito, sino que permanee onstante.

Debido a estos argumentos, es posible eliminar un \ampo gravitaional" produido por

la aelerai�on de un sistema de referenia no{inerial. Basta on haer una transformai�on

de sistema de oordenadas de manera apropiada. Sin embargo, un ampo gravitaional a-

tual (omo el que produe una masa puntual desrito por la ley de Newton de gravitai�on)

no puede haerse desapareer globalmente mediante una transformai�on de oordenadas.

Lo mejor que se puede haer es eliminar el ampo gravitaional en una regi�on su�ien-

temente peque~na alrededor de un determinado punto en el espaio mediante la elei�on

de un sistema de referenia no{inerial. Este �ultimo sistema no{inerial se esoge de tal

manera que debe aelerarse en magnitud y en direi�on igual a la aelerai�on produida

por el ampo gravitaional

†
.

Matem�atiamente la equivalenia entre los ampos gravitaionales y la aelerai�on se

debe a que la euai�on de movimiento que se obtiene a partir del Lagrangiano L = mv

2/2−

mφ de una part��ula libre movi�endose en un ampo de gravitai�on est�a dada por

_v = − grad φ. (39.2)

Esta �ultima relai�on no involura a la masa m de la part��ula en uesti�on.

§40. Gravitación y espacios curvos

Analiemos ahora la manera de desribir el espaio{tiempo de un ampo gravitaional.

Consideremos un sistema de referenia inerial S desrito por ds2 = c
2
dt2 − dl2. Desde

†
Cabe haer notar que existen efetos gravitaionales omo la fuerza de marea que no puede eliminarse

ni siquiera bajo la elei�on de este sistema de referenia no{inerial. Por ejemplo, puede mostrarse (<hazlo!)

que dos part��ulas que son dejadas en libertad a partir del reposo y uya separai�on iniial est�a dada por

el vetor r, umplen on

d

2
rµ/dt

2
= Rµνrν (39.1)

donde Rµν = diag(−GM/r3, −GM/r3, −GM/r3) y M es la masa total del sistema.
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otro sistema de referenia inerial S ′
el intervalo ds ′ es tal que ds = ds ′. Esta propiedad

muestra matem�atiamente el prinipio de relatividad de Einstein. Si ahora transformamos

el sistema de referenia inerial S a uno S ′
que rota on veloidad angular onstante Ω a

lo largo del eje z de tal forma que

x = x ′
osΩt− y ′

sinΩt, y = x ′
sinΩt+ y ′

osΩt, z = z ′, (40.1)

entones el intervalo en el sistema S ′
se puede esribir omo

ds2 =
{
c
2 −Ω2(x ′2 + y ′2)

}
dt2 − dx2 − dy2 − dz ′2 + 2Ωy ′

dx ′
dt− 2Ωx ′

dy ′
dt. (40.2)

Tarea 13

Demuestra la euai�on (40.2)

Esta relai�on muestra que el uadrado del intervalo aparee omo una uadr�atia de forma

general en las difereniales de las oordenadas. As�� pues, podemos deir que el intervalo

en su forma m�as general toma la forma

ds2 = gikdx
i
dxk. (40.3)

Las antidades gik representan la m�etria del espaio{tiempo y son esogidas de

manera sim�etria (i.e. gik = gki) debido a la simetr��a de la euai�on (40.3). Es laro

tambi�en que gik es un tensor pues dxkdxi es un tensor y ds un esalar. Por esta raz�on

se denomina freuentemente a la m�etria del espaio tiempo omo el tensor m�etrio.

La propiedad innata que posee el tensor m�etrio es que al transformar de un sistema

de referenia ualquiera a uno inerial, las omponentes de este tensor est�an dadas por

gik = diag (1, −1, −1, −1). Es deir, uando las oordenadas utilizadas orresponden

a las de un espaio plano, x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z, la m�etria es justamente la

m�etria del espaio de Minkowski. Un uatro{espaio on esta �ultima m�etria se denomina

galileano. El tensor m�etrio en su forma general, no puede ser llevado a su forma galileana

para todo el espaio mediante una transformai�on de oordenadas. Esto muestra que los
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ampos gravitaionales no pueden ser eliminados totalmente por una transformai�on de

oordenadas o lo que es igual, mediante la elei�on de un sistema de referenia adeuado

omo hab��amos menionado anteriormente.

Los uatro{espaios determinados por la euai�on (40.3) se denominan urvos, a di-

ferenia de sus ontrapartes galileanos que freuentemente se dien planos. Para alarar

el signi�ado de estos t�erminos onsideremos lo que suede al transformar un sistema de

referenia inerial K a uno no{inerial K' que rota on respeto al eje z on veloidad

angular onstante. Consideremos una irunferenia C dibujada en el plano Oxy, uyo ori-

gen es atravesado por el eje z. En el sistema K, el oiente de la irunferenia del irulo

entre su di�ametro es una onstante que es igual a π. Sin embargo, en el sistema que rota,

un pedaito de irunferenia sobre el irulo reibe una ontrai�on de Lorentz. De esta

manera, al sumar todos los pedaitos de irunferenia en el sistema K' se obtiene una

irunferenia menor a la medida en el sistema K. Por tanto la raz�on de la irunferenia

al di�ametro (que no sufre una ontrai�on de Lorentz) es menor a π. En otras palabras,

es omo si el irulo hubiese sido dibujado sobre una super�ie del tipo de una silla de

montar para la ual, la urvatura es negativa. Por otra parte, si la raz�on entre di�ametro y

irunferenia hubiese sido mayor a π, podr��amos pensar que el irulo estuviese dibujado

en un espaio omo el de una esfera, donde la urvatura es positiva.

Cuando el tensor gik es llevado a su forma diagonal (i.e. gik = 0 para i 6= k), se obtiene

que tres de los elementos diagonales son negativos y uno positivo. En otras palabras, el

signo de la m�etria es (+, −, −, −). De aqu�� se obtiene que el determinante g de la matriz

formada por las omponentes del tensor gik es negativo para un espaio{tiempo verdadero

†

g < 0. (40.4)

El estudio de la gravitai�on relativista, o relatividad general {omo el mismo Eins-

tein bautiz�o a su teor��a{ impone ambios dr�astios en la onepi�on del espaio{tiempo,

distintas a lo que estamos aostumbrados. Justamente el estudio de espaios urvos y sus

onexiones on la gravitai�on representa el estudio de la teor��a de la relatividad general.

†
Si la la m�etria en el espaio{tiempo de Minkowski hubiese sido esogida omo gik =

diag (−1, +1, +1, +1) entones el signo de la m�etria en un espaio urvo ser��a (−, +, +, +) y por lo

tanto la desigualdad (40.4) estar��a invertida.
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§41. Corrimiento al rojo gravitacional

Consideremos el elevador de Einstein , i.e. un elevador om�un y orriente que es

aelerado haia abajo debido a la presenia de un ampo gravitaional omo se muestra en

la Figura VI.1. La aelerai�on de este elevador es g. Utilizando el prinipio de equivalenia,

esta situai�on es equivalente a que el elevador sea aelerado haia arriba on una aelerai�on

a = −g en ausenia de ampos gravitaionales. Con esto, la fuerza que se ejere sobre

ualquier persona dentro del elevador es id�entia a la fuerza gravitaional que produe el

ampo gravitaional g. Un rayo de luz on freuenia ν se propaga desde el teho hasta el

suelo del elevador. El tiempo t que tarda el haz de luz en reorrer el elevador est�a dado

por t = h/c, donde h es la altura del elevador. En este tiempo, el suelo del elevador se

aelera a una veloidad v ≈ at = gt = gh/c. De aqu�� que la freuenia ν
obs

del fot�on que

llega al suelo est�e dada por

ν
obs

≈ ν
em

Å
1+

v

c

ã
= ν

em

(

1+
gh

c2

)

, (41.1)

de auerdo al efeto Doppler (19.9). Como g = −∆φ/h, donde φ es el potenial gravita-

ional, entones

ν
obs

= ν
em

(

1−
∆φ

c2

)

. (41.2)

En t�erminos del orrimiento al rojo gravitaional z, la euai�on (41.2) queda omo

z =
λ
obs

− λ
em

λem
=

ν
em

− ν
obs

ν
obs

≅
∆φ

c2
, uando ∆φ/c2 ≪ 1. (41.3)

Esto signi�a que la freuenia de las ondas eletromagn�etias depende de la intensidad y

variaiones del ampo gravitaional

†
.

En t�erminos del periodo ∆t = 1/ν, la euai�on (41.1) toma la forma

∆t
obs

= ∆t
em

(

1+
∆φ

c2

)

. (41.4)

†
Sir Arthur Eddington en la d�eada de los 1920's alul�o que las l��neas espetros�opias de la enana

blana Sirius B (f. sei�on §31) deber��an de tener un orrimiento al rojo de 20 km/s {utilizando la eua-

i�on (41.1) se obtiene que zc = v , raz�on por la que en oasiones el orrimiento al rojo se mide en unidades de

distania sobre tiempo. Poo despu�es, Adams midi�o que el orrimiento al rojo de las l��neas era de 19 km/s.
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a

g Rayo de luz h

Figura VI.1: Un elevador (el elevador de Einstein) es dejado en a��da libre y por lo

tanto la gravedad le produe una una aelerai�on g haia abajo. Esto es equivalente a que

el elevador se aelere haia arriba on una aelerai�on a = −g en ausenia de ampos

gravitaionales. Un rayo de luz tarda un tiempo h/c en reorrer la distania del teho al

piso del elevador. Debido a que el piso se mueve haia el rayo de luz (graias a la aelerai�on

que �este tiene haia arriba), esto produe un orrimiento al rojo en la freuenia del fot�on

uando llega al suelo.

Esta relai�on representa la dilai�on del tiempo que se obtiene entre dos puntos del espaio{

tiempo bajo la inuenia de un ampo gravitaional. Nota que esta dilai�on no se da entre

dos sistemas de referenia omo suede en relatividad espeial. Esta dilai�on se re�ere a dos

puntos del espaio{tiempo on respeto a un mismo sistema de referenia. Como veremos

m�as adelante, esta expresi�on es justamente la dilai�on del tiempo que se obtiene entre
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ualesquiera dos puntos del espaio tiempo uando ∆φ/c2 ≪ 1. Por lo tanto, un intervalo

de tiempo dt ′ est�a dado por

dt ′ = dt

(

1+
∆φ

c2

)

. (41.5)

Supongamos ahora que dt es un intervalo de tiempo medido en in�nito, en donde el

ampo gravitaional φ = 0 (reuerda que todo ampo f��sio se anula en ∞). Con esto y

debido a que φ/c2 ≪ 1, el intervalo de tiempo dt ′ medido en ualquier punto del espaio

est�a dado por

dt ′2 = dt2
(

1+
φ

c2

)2

≅ dt2
(

1+
2φ

c2

)

. (41.6)

De esta manera, el intervalo ds2 = c
2
dt ′2 − dl2 para la m�etria del espaio{tiempo de

Minkowski est�a dado por

ds2 = c
2
dt2

(

1+
2φ

c2

)

− dl2 = c
2
dt2

(

1−
2GM

c2r

)

− dl2, (41.7)

en donde hemos esrito al potenial gravitaional φ = −GM/r. Es importante remarar

que la m�etria (41.7) es v�alida �uniamente uando φ/c2 ≪ 1. Diho de otro modo, esta

m�etria es la primera orrei�on a la m�etria del espaio{tiempo de Minkowski. A este

orden de aproximai�on, la orrei�on ourre �uniamente en la omponente g00 del tensor

m�etrio que toma el valor g00 =
Ä
1+ 2φ/c2

ä
.

§42. Deflexión de rayos de luz

En la sei�on anterior mostramos que la omponente temporal dt de la m�etria de Min-

kowski neesariamente debe ambiarse al inluir ampos gravitaionales. En esta sei�on

mostraremos tambi�en que la omponente espaial dl de la m�etria debe ambiarse uando

existe un ampo gravitaional. Para esto onsideremos nuevamente el elevador de Einstein

que se enuentra en a��da libre bajo la ai�on de un ampo gravitaional g. Esta situai�on

es equivalente a onsiderar un elevador que se aelera on una aelerai�on a = −g. De una

de las paredes del elevador se emite un rayo de luz omo se muestra en la Figura VI.2. Si

la aelerai�on es peque~na, i.e. ∆φ/c2 ≪ 1, entones la distania d = AB reorrida por un
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fot�on, que es aproximadamente una par�abola, puede ser aproximada por un segmento de

irunferenia uyo radio de urvatura esR. Adem�as, debido a que el segmento DB = gt2/2

entones tan(θ/2) ∼ θ/2 ∼ gt2/2l. Por otra parte, omo AB2 ≈ DB2 + l2 y omo el radio

de urvatura R = d/θ entones

R2 =
d2

θ2
=

1

4
l2 +

l2

g2t4
. (42.1)

Debido a que gt2/2 ≪ l y omo l = ct entones la euai�on (42.1) toma la forma

R =
l2

gt2
=

c
2

g
. (42.2)

La euai�on (42.2) signi�a que la urvatura de los rayos de luz depende del valor de la

aelerai�on loal gravitaional g. Debido a que g = −∇φ, on φ el potenial gravitaional,

es laro entones que la urvatura de los rayos de luz depende de la distribui�on de las

masas en el espaio. En otras palabras, \<las masas le dien al espaio omo urvarse !"

Los ejemplos de las �guras (VI.1)-(VI.2) muestran que el espaio y el tiempo son

\urvos" uando los efetos relativistas son inluidos en los ampos gravitaionales.

§43. Vectores y tensores en espacios curvos

Para ontinuar on el estudio de la relatividad general es neesario que formulemos un

lenguaje tensorial adeuado on espaios urvos de uatro dimensiones. Esto es onsidera-

blemente m�as dif��il que su ontraparte pseudo{eulidiano.

El objeto geom�etrio que desribe a un espaio{tiempo de uatro dimensiones es una va-

riedad diferenial

†
. Dado un sistema de oordenadas (un sistema de referenia), ada pun-

to P sobre la variedad queda representado mediante las oordenadas xk = (x0, x1, x2, x3).

†
Una variedad diferenial de dimensi�on n es un objeto geom�etrio que loalmente se ve omo R

n
.

En otras palabras, es posible aproximar ualquier regi�on su�ientemente peque~na alrededor de un punto

ualquiera P sobre la variedad mediante un plano tangente de dimensi�on n. La 2{esfera es uno de los

ejemplos m�as senillos de una variedad. Loalmente se ve omo R
2
. Esto fue lo que llev�o a los Europeos

en el osurantismo a reer que la tierra era plana. La raz�on por la ual se neesitan variedades para el

estudio de la relatividad general es debido al prinipio de equivalenia. En efeto, dado un punto P del

espaio{tiempo existe un sistema de referenia (sistema de oordenadas) mediante el ual se puede eliminar

el ampo gravitaional en una veindad de este punto P. Este sistema de oordenadas orresponde a un

espaio{tiempo de Minkowski.
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a

g

θ

A
B

D

l

Rayo de luz

PSfrag replaements

RR

Figura VI.2: El elevador de Einstein ae libremente on una aelerai�on g debido a la

inuenia de un ampo gravitaional. Esta situai�on es equivalente a que el elevador se

aelere haia arriba on una aelerai�on a = −g en ausenia de ampos gravitaionales.

En el punto A de la pared izquierda se emite un rayo de luz que tiempo m�as tarde es

detetado en la pared dereha en el punto B. Es laro que el rayo de luz sufre una deexi�on

debido al movimiento que produe la aelerai�on a. En la �gura se muestra el radio de

urvatura R del segmento AB.

Este mismo punto P puede ser desrito mediante otro sistema oordenado (otro sistema

de referenia) x ′k
. La relai�on entre las oordenadas de ambos sistemas de referenia est�a

dada por la transformai�on
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xk = fk(x ′0, x ′1, x ′2, x ′3), (43.1)

en donde fk es una funi�on que depende de las oordenadas x ′k
. La diferenial de las

oordenadas dxk est�a relaionada on la diferenial dx ′k
mediante la regla de la adena

dxk =
∂xk

∂x ′m
dx ′m. (43.2)

Se die que un onjunto de uatro antidades Ak
es un vetor ontravariante si sus

omponentes se transforman omo las omponentes de las difereniales (f. euai�on (43.2)),

es deir,

Ak =
∂xk

∂x ′m
A ′m. (43.3)

La derivada ∂/∂xk on respeto a las oordenadas (el gradiente) se transforma de un

sistema de oordenadas a otro de auerdo a la regla de la adena

∂

∂xk
=

∂x ′l

∂xk
∂

∂x ′l
. (43.4)

Un onjunto de uatro antidades Ak forman un vetor ovariante si sus omponen-

tes se transforman omo las omponentes de las derivadas de las oordenadas (f. eua-

i�on (43.4)), es deir,

Ak =
∂x ′l

∂xk
A ′

l. (43.5)

Con estas de�niiones es laro que las oordenadas xk no representan ni un vetor ova-

riante, ni uno ontravariante. Simplemente funionan omo etiquetas para ada punto en

el espaio{tiempo.

Un tensor ontravariante Mik
de rango 2 es un onjunto de 16 antidades que se trans-

forman omo el produto de dos vetores ontravariantes, es deir,

Mik =
∂xi

∂x ′l

∂xk

∂x ′m
M ′lm. (43.6)

An�alogamente, un tensor ovariante Mik de rango 2 es un onjunto de 16 antidades

que se transforman omo el produto de dos vetores ovariantes. Diho de otro modo,
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Mik =
∂x ′l

∂xi
∂x ′m

∂xk
Mlm. (43.7)

Un tensor Πi
k de rango 2 mixto se transforma omo los produtos de un vetor ova-

riante por un vetor ontravariante, es deir,

Πi
k =

∂xi

∂x ′l

∂x ′m

∂xk
Π ′l

m. (43.8)

De manera totalmente an�aloga es posible de�nir tensores de m�as alto rango. Basta reordar

que este tensor, en ualquier ��ndie superior se transforma omo las oordenadas de un

vetor ontravariante. Las omponentes de ualquier ��ndie inferior se transforman omo

las omponentes de un vetor ovariante.

Un tensor Aik
de rango 2 es sim�etrio si Aik = Aki

. En t�erminos de sus omponentes

mixtas esto es Ai
k = Ai

k
. Por esta raz�on, en lo suesivo esribiremos simplemente Ai

k a

todo tensor de rango 2 sim�etrio. Un tensorMik
de rango 2 es antisim�etrio siMik = −Mik

.

Claramente, las omponentes on ��ndies repetidos en un tensor antisim�etrio son nulas,

i.e. M00 = M11 = M22 = M33 = 0.

El produto esalar de dos vetores ai
y bk

es una antidad invariante pues

aibi =
∂xi

∂x ′k

∂x ′l

∂xi
a ′kb ′

l =
∂x ′l

∂x ′k
a ′kb ′

l = δlka
′kb ′

l = a ′mb ′
m, (43.9)

en donde δkl es la delta de Kroneker o el tensor unitario de rango 2 que tiene un valor

de 1 uando k = l . En ualquier otro aso, el valor de la delta de Kroneker es ero. Con

esta de�nii�on es laro que δik tiene el mismo valor en ualquier sistema de referenia.

La delta de Kroneker satisfae la propiedad

Ak = δklA
l. (43.10)

Esta relai�on signi�a que el produto del vetor Al
on δkl es igual al uatro{vetor A

k
, y

por lo tanto la delta de Kroneker es un tensor.

El intervalo ds dado por la relai�on (40.3) es un esalar. Debido a que dxk es un

vetor, entones las antidades gik = gki forman un tensor de rango 2 que se denomina el

tensor m�etrio. En oasiones uno abusa del lenguaje y denomina a gik omo la m�etria

del espaio{tiempo.
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Dos tensores de rango 2, Aik y Bik
son re��proos el uno al otro si

AikB
kl = δil. (43.11)

Partiularmente, el tensor m�etrio gik es reiproo a si mismo, es deir,

gkl g
lm = δmk . (43.12)

De aqu�� que para onvertir un vetor ontravariante a uno ovariante y a la inversa, se

realie la operai�on

ai = gikak, bl = glmb
m. (43.13)

Subir y bajar ��ndies es entones una operai�on de ontrai�on omo la mostrada en la

euai�on (43.13). Por ejemplo, es laro que para ualquier tensor Πabcd
de rango 4 la

siguiente igualdad es ierta: Πa
bc

d = gbmΠam
c
d. Adem�as, la euai�on (43.13) india que

gab = gmbg
am = gbmg

ma = δab, es deir, el tensor mixto gab orresponde a la delta de

Kroneker δab.

En un sistema galileano de oordenadas (un sistema de referenia inerial) el tensor

m�etrio toma la forma gik = gik = diag(1, −1, −1, −1). Graias al prinipio de equivalenia

(o debido a que loalmente una variedad se puede aproximar por un espaio plano), es

posible de manera loal, en una veindad alrededor de ualquier punto P del espaio{

tiempo, llevar a la m�etria (enontrar un sistema oordenado) a su forma galileana.

Consideremos ahora el pseudo{tensor unitario ompletamente antisim�etrio de rango

uatro, el tensor de Levi{Civita ǫabcd, en un espaio galileano (f. sei�on §13). Trans-

formemos ahora este tensor a un sistema de referenia (espaio urvo) ualquiera y de-

not�emoslo en este espaio omo Eabcd
. Supongamos que las oordenadas x ′k

etiquetan a

los puntos del espaio galileano y que las oordenadas xk representan los puntos del espaio

urvo. Con esto, la relai�on entre los tensores Eabcd
y ǫabcd est�a dada por

Eabcd =
∂xa

∂x ′p

∂xb

∂x ′r

∂xc

∂x ′s

∂xd

∂x ′t
ǫprst (43.14)

Con ayuda de la euai�on (13.15), la igualdad (43.14) queda omo
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Eabcd = Jǫabcd, (43.15)

en donde

J =
∂(x0, x1, x2, x3)

∂(x ′0, x ′1, x ′2, x ′3)
= det

Ç
∂xi

∂x ′k

å
, (43.16)

es el Jaobiano de la transformai�on, es deir, J es el determinante de la matriz formada por

las omponentes del tensor ∂xm/∂x ′q
. Para alular el valor de este Jaobiano, onsidere-

mos la transformai�on del tensor m�etrio gik (0) := ηik = diag(1, −1, −1, −1) en el sistema

de referenia galileano on oordenadas x ′k
a un sistema ualquiera uyas oordenadas son

xm. La transformai�on entre ambos sistemas de referenia est�a dada por

gik =
∂xi

∂x ′p

∂xk

∂x ′q
gpq (0), (43.17)

en donde gik es el tensor m�etrio en el espaio urvo. Si ahora tomamos el determinante

de la euai�on (43.17), entones det (gik) := g, y por lo tanto det

Ä
gik
ä
= 1/g de auerdo

on la euai�on (43.12). As��, omo det

Ä
gik (0)

ä
= −1, entones 1/g = −J2. De aqu�� que la

euai�on (43.16) tome la forma

Eabcd =
1√
−g

ǫabcd. (43.18)

Esta es la forma que tiene el tensor de Levi{Civita en ualquier sistema oordenado. Es

freuente no utilizar nuna el lado izquierdo de la euai�on (43.18). Por lo tanto, uando

queramos representar al tensor de Levi{Civita en ualquier sistema de referenia, utiliza-

remos �uniamente el lado dereho de la euai�on (43.18). Diho de otro modo, el tensor

ǫpqrs/
√
−g representar�a de ahora en adelante el valor del tensor (ontravariante) de Levi{

Civita en ualquier sistema de referenia.

Si ahora bajamos los ��ndies de la euai�on (43.18), obtenemos las omponentes ova-

riantes del tensor de Levi{Civita
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Epqrs =Eabcd gap gbq gcr gds =
1√
−g

ǫabcd gap gbq gcr gds =
−g√
−g

ǫpqrs

=
√
−gǫpqrs,

(43.19)

de auerdo a la relai�on (13.15). La euai�on (43.19) signi�a que las omponentes o-

variantes del tensor de Levi{Civita en ualquier sistema de referenia est�an dadas por

√
−gǫiklm.

Para terminar esta sei�on generaliemos la forma de realizar integraiones vista en la

sei�on §13 para el aso de espaios urvos.

✰ Integral sobre un volumen de uatro dimensiones. ➜ En un espaio galileano

on oordenadas x ′k
, un elemento de volumen dΩ ′

est�a dado por dΩ ′ = dx ′0
dx ′1

dx ′2
dx ′3

.

Al transformarlo a un espaio urvo on oordenadas xk, entones se obtiene

dΩ ′ →
∂
Ä
x ′0, x ′1, x ′2, x ′3

ä

∂ (x0, x1, x2, x3)
dΩ =

√
−gdΩ. (43.20)

En otras palabras, el elemento

√
−gdΩ representa el elemento de integrai�on de volumen

uatro{dimensional para ualquier sistema oordenado (plano o urvo).

✰ Integral sobre una hipersuper�ie de tres dimensiones. ➜ Al igual que en el

aso galileano, el elemento de hipersuper�ie que se genera entre tres desplazamientos

in�nitesimales de las oordenadas est�a dado por el tensor antisim�etrio dSikl. El vetor

dual a este mismo est�a dado por la ontrai�on de este tensor on el tensor

√
−gǫiklm. En

otras palabras, el elemento de integrai�on para una hipersuper�ie de tres dimensiones en

un espaio urvo est�a dado por

√
−gdSi =

1

3!

√
−gǫiklmdS

klm. (43.21)

✰ Integral sobre una hipersuper�ie de dos dimensiones. ➜ En este aso, el ele-

mento de super�ie generado por dos desplazamientos in�nitesimales de las oordenadas

est�a dado por dfik. Entones, el elemento de integrai�on para una super�ie de dos dimen-
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siones urva est�a dado por el tensor dual a este tensor, es deir,

√
−gdf∗ik =

1

2!

√
−gǫiklmdf

lm. (43.22)

✰ Integral sobre una hipersuper�ie de una dimensi�on. ➜ Aqu�� el elemento de

integrai�on es el desplazamiento dxk.

Los teoremas integrales (teorema de Stokes) vistos en la sei�on §13 permaneen id�enti-

os. En otras palabras, si utilizamos las de�niiones de dΩ, dSi, df
∗
ik dadas por las eua-

iones (43.20)-(43.22), entones las transformaiones (13.24), y las igualdades (13.26) y

(13.27) son v�alidas.

§44. Intervalos de espacio y tiempo

Consideremos dos eventos que se enuentran in�nitesimalmente separados en el tiempo

y que ourren en el mismo lugar en el espaio. El intervalo ds = cdτ entre ambos eventos (f.

sei�on §11), on τ el tiempo propio, es tal que ds2 = gikdx
i
dxk on dx1 = dx2 = dx3 = 0.

Por lo tanto, el tiempo propio est�a relaionado on la oordenada temporal x0 mediante la

relai�on

dτ =
1

c

√
g00 dx

0
(44.1)

De esta manera, si ambos eventos ourren en el mismo punto del espaio, entones

†

τ =
1

c

∫ √
g00 dx

0. (44.3)

De aqu�� se ve que

g00 > 0. (44.4)

As�� pues, una m�etria gik del espaio{tiempo satisfae dos propiedades importantes. La

†
Si los eventos no ourren en el mismo punto del espaio es laro que dτ =

√

gikdxidxk/c y por lo

tanto

τ =
1

c

∫
√

gikdxidxk. (44.2)
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primera tiene que ver on los signos de la m�etria uando esta misma es llevada a su

forma diagonal (i.e. gik = 0 para todo i 6= k). Debido a que det (gik) < 0 uando la

m�etria es esrita en su forma galileana y omo el signo del determinante es invariante

ante transformaiones de oordenadas, entones uno o tres de los elementos diagonales

de la m�etria gmp en su forma diagonal deben ser negativos. Un tensor m�etrio que no

satisfaga esta ondii�on, aree de sentido f��sio y no orresponde a alguna m�etria de un

espaio{tiempo real. La segunda ondii�on tiene que ver on el signo de la omponente

temporal de la m�etria (44.4). Si el tensor m�etrio satisfae la primera ondii�on y no

la segunda, entones es posible, mediante una transformai�on de oordenadas adeuada,

lograr que la ondii�on (44.4) sea llevada aabo.

En relatividad espeial, el elemento de distania espaial dl fue obtenido onsiderando

dos eventos in�nitesimalmente separados que ourren a un mismo tiempo. Justamente,

uando dx0 = 0 en un espaio galileano se obtiene que el elemento de distania espaial est�a

dado por dl2 =
Ä
dx1
ä2

+
Ä
dx2
ä2

+
Ä
dx3
ä2
. Esto mismo proedimiento no puede realizarse

para el aso de espaios urvos, debido a que el tiempo propio tiene una dependenia

en la oordenada x0 que varia de auerdo a la posii�on en el espaio omo se ve de la

euai�on (44.3).

Para alular el elemento de longitud dl en un espaio urvo, realiemos el siguiente

experimento. En un punto A del espaio lanemos una se~nal de luz haia el punto B, donde

se enuentra un espejo que rebota la radiai�on de vuelta haia el punto A. Supongamos

que el evento de salida del haz de luz orresponde a la posii�on xk + dxk. El evento del

reejo del haz de luz orresponde a xk. Esribamos ahora al intervalo ds omo

ds2 = gik dx
i
dxk = g00

Ä
dx0
ä2

+ 2g0α dx
0
dxα + gµν dx

ν
dxµ. (44.5)

La trayetoria del haz de luz que parte de A haia B y luego regresa haia A por el mismo

amino es tal que ds = 0. Sustituyendo este valor en la euai�on (44.5) y resolviendo para

dx0 obtenemos dos soluiones

dx0 (±) =
1

g00

{
−g0µ dx

µ ±
»
(g0µ g0ν − gµν g00) dxµ dxν

}
, (44.6)

De aqu�� se sigue que la se~nal sale del punto A al tiempo x0 + dx0 (−)
, llega al punto B al
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tiempo x0 y regresa nuevamente al punto A al tiempo x0 + dx0 (+)
. El tiempo total que se

lleva desde la salida del punto A hasta que el haz vuelve a regresar al mismo punto es

dx0 (+) − dx0 (−) =
2

g00

»
(g0µ g0ν − gµν g00) dxµ dxν. (44.7)

De auerdo a la euai�on (44.1), el intervalo orrespondiente de tiempo propio es entones

la antidad (44.7) multipliada por

√
g00/c. De esta manera, la distania dl entre el punto

A y el punto B est�a dado por este tiempo propio multipliado por c/2, es deir,

dl2 = γµνdx
µ
dxν. (44.8)

en donde el tensor m�etrio γµν del tres{espaio est�a dado por

γµν := −gµν +
g0µg0ν

g00
. (44.9)

La forma uadr�atia (44.8) para el elemento de longitud dada por la debe ser positiva

de�nida, es deir,

γ11 > 0, det





γ11 γ12

γ21 γ22



 > 0, det









γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33









> 0. (44.10)

Si ahora sustituimos los valores de γµν, dados por la relai�on (44.9), en la euai�on (44.10)

se obtiene que el tensor m�etrio gik del uatro{espaio satisfae

g00 > 0, det





g00 g01

g10 g11



 < 0, det









g00 g01 g02

g10 g11 g12

g20 g21 g22









> 0, g < 0. (44.11)

Un espaio m�etrio uyas omponentes no satisfaen est�as ondiiones aree de sentido

f��sio, es deir, no puede ser generado por uerpos masivos de la naturaleza.

Veamos ahora omo sinronizar los relojes en un espaio urvo. En el aso del inter-

ambio de las se~nales de luz que salen de A, llegan a B y son reejadas nuevamente haia

el punto A, podemos deir que el evento simultaneo on el punto B, uyo tiempo est�a dado
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por la oordenada x0, est�a dado por la mitad del avane del reloj entre los momentos de

salida y retorno al punto A. En otras palabras, el tiempo

x0 + dx0 = x0 +
1

2

Ä
dx0 (+) + dx0 (−)

ä
, (44.12)

medido en el punto A, est�a sinronizado on el tiempo x0 que est�a medido en el punto

B. Con ayuda de la euai�on (44.6) se ve entones que la diferenia de tiempo dx0 que se

obtiene de sinronizar dos puntos in�nitesimalmente separados en el espaio est�a dado por

dx0 = −gµdx
µ. (44.13)

en donde el uatro{vetor gµ est�a dado por

gµ :=
g0µ

g00
(44.14)

A lo largo de un iruito errado, la integral de l��nea que se obtiene de la euai�on (44.13) no

es neesariamente ero. Es laro entones que no es posible en primera instania, sinronizar

los relojes en un espaio urvo. Esto puede lograrse �uniamente en los asos en los que

las omponentes del tensor m�etrio sean tales que g0β = 0. Bajo estas irunstanias es

posible sinronizar todos los relojes loalizados en una variedad.

El heho de que no sea posible sinronizar relojes en el espaio no es una propiedad

innata a la geometr��a de la variedad (del espaio{tiempo). Esto se debe a la arbitrariedad

de las oordenadas (del sistema de referenia) esogidas. Mediante una transformai�on de

oordenadas es posible, de una in�nidad de maneras, llevar a las omponentes g0β del

tensor m�etrio a un sistema de referenia donde estas se anulen.

En un espaio plano el tiempo propio elapsa de manera distinta para dos relojes que

se mueven uno on respeto al otro (f. sei�on §11). En el aso de espaios urvos, esto es

ierto inluso para relojes que est�an en reposo uno on respeto del otro, pero loalizados

en puntos diferentes del espaio. Esto signi�a que el intervalo de tiempo propio que elapsa

entre dos eventos que ourren en alg�un lugar del espaio y el intervalo de tiempo que ourre

entre dos eventos simult�aneos a estos dos en otro punto del espaio, di�eren entre si.
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§45. Diferenciación

En un espaio plano de uatro dimensiones, la diferenial dAk
de un vetor Ak

forma

un vetor. Adem�as, la derivada ∂Ak/∂xl forma un tensor. En un espaio urvo esto no es

siempre ierto. Diho de otro modo, en un espaio urvo ualquiera no siempre suede que

la diferenial dAk
sea un vetor y que ∂Ak/∂xl sea un tensor. Para ver esto, onsideremos la

transformai�on del vetor Ak
de un sistema de referenia a otro, dada por la euai�on (43.3).

La diferenial de esta relai�on es

dAk =
∂xk

∂x ′m
dA ′m + d

Ç
∂xk

∂x ′m

å
A ′m =

∂xk

∂x ′m
dA ′m +A ′m

dxp
∂2xk

∂x ′m∂xp
. (45.1)

Esta antidad es un vetor si y s�olo si ∂2xk/∂x ′m∂xp = 0, es deir, si la transformai�on de

oordenadas es lineal. La raz�on por la que la diferenial dAk
no es un vetor en general se

debe a que esta diferenial representa la diferenia del vetor Ak
loalizado en dos puntos

del espaio in�nitesimalmente separados y, omo se ve de la euai�on (43.3), para distintos

puntos del espaio las omponentes del vetor Ak
se transforman de manera distinta.

Este mismo an�alisis puede haerse tambi�en para las antidades ∂Ak/∂xl y debido a la

transformai�on (43.4) se sigue que esta antidad no es un tensor en t�erminos generales.

Lo que haremos ahora es busar un equivalente a la diferenial dAk
en un espaio

urvo que se omporte omo un vetor. Diho de otro modo, transformemos al tensor dAk

desrito en un espaio galileano, a un espaio urvo. En oordenadas urvil��neas suede

que para alular la diferenial de un vetor (i.e. la diferenia entre los valores de un

mismo vetor loalizado en dos puntos in�nitesimalmente eranos) de tal manera que esta

operai�on genere un vetor, es neesario que los dos valores del vetor sean sustra��dos en

el mismo punto del espaio. Adem�as, esta diferenia debe ser tal que uando se lleve aabo

en un sistema de oordenadas galileano, oinida on la diferenial dAk
. En oordenadas

galileanas, la operai�on requerida oinide on trasladar paralelamente a si mismo a uno de

los vetores desde un punto hasta donde se loaliza el otro vetor. Este transporte paralelo

es justamente lo que hasta ahora haz realizado para alular la diferenial de dos vetores

loalizados en un espaio Eulidiano. Debido a las propiedades de un espaio plano, al

trasladar paralelamente en si mismo a un vetor de un punto a otro, el valor del vetor
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no var��a. Sin embargo, en un espaio urvo, al realizar esta operai�on se obtiene que las

omponentes del vetor trasladado paralelamente a si mismo, var��an.

De esta manera, para alular la \diferenial" de un vetor Ak
loalizado en el punto

xk del espaio, en oordenadas urvil��neas, es neesario realizar la siguiente operai�on. El

valor del vetor Ak
en el punto xk + dxk est�a dado por Ak + dAk

. Si ahora sometemos al

vetor Ak
a un desplazamiento paralelo a si mismo, hasta llegar al punto xk+dxk entones

el vetor tendr�a el valor Ak + δAk
. La diferenia DAk

que se obtiene de substraer el valor

Ak+ δAk
del vetor Ak+dAk

, y que orresponde al valor de la diferenial en oordenadas

urvil��neas, est�a dada por

DAk =
Ä
Ak + dAk

ä
−
Ä
Ak + δAk

ä
= dAk − δAk. (45.2)

De aqu��, es laro que uando se tienen oordenadas galileanas, el desplazamiento para-

lelo del vetor Ak
sobre si mismo es tal que δAk = 0 y por lo tanto la diferenial DAk

orresponde on el valor dAk
omo se espera.

La antidad δAk
por la ual ambian las omponentes del vetor Ak

al realizar un

transporte paralelo in�nitesimal depende de los valores de las omponentes del mismo

vetor. Debido a que la suma de dos vetores, digamos Ak + Bk
, debe de transformarse

de la misma manera que ada uno de sus pedazos independientes, entones δ
Ä
Ak + Bk

ä
=

δAk + δBk
. En otras palabras, δ es una funi�on lineal. Claramente,

δAk = −ΓklmA
l
dxm. (45.3)

Las antidades Γklm se denominan los s��mbolos de Christo�el o la onexi�on . Los s��mbolos

de Christo�el son tales que Γklm = 0 en un sistema galileano, donde δAk = 0. Esto india

que la onexi�on no representa a un tensor, pues un tensor que es igual a ero en un sistema

de referenia es id�entiamente igual a ero en ualquier otro sistema de referenia. En un

sistema de oordenadas urvil��neas es por lo tanto imposible haer ero a los s��mbolos de

Christo�el en todo el espaio. Sin embargo, debido al prinipio de equivalenia, es siempre

posible esoger un sistema de oordenadas de tal forma que la onexi�on se anule en una

regi�on su�ientemente peque~na del espaio, en donde el espaio es plano y la gravedad ha

sido eliminada loalmente.

Ante un desplazamiento paralelo, un esalar es invariante. En otras palabras, δ (esalar) =
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0. El produto esalar AkBk de dos vetores A
k
y Bk

es un esalar y por lo tanto

δ
Ä
AkBk

ä
= Ak δBk + Bk δA

k = 0.

De aqu�� que,

Ak δBk = Ai δBi = −Bk δA
k = BkΓ

k
lmAl

dxm,

y por lo tanto

δBk = Γ lkpBldx
p. (45.4)

De las euaiones (45.2), (45.3) y (45.4) se sigue que

DAk = Ak
;p dx

p, DAk = Ak;p dx
p, (45.5)

en donde la derivada ovariante ( );p del vetor ontravariante Ak
est�a dada por

Ak
;p :=

∂Ak

∂xp
+ ΓkmpA

m, (45.6)

y la derivada ovariante del vetor ovariante Ak est�a dada por

Ak ;p :=
∂Ak

∂xp
− ΓmkpAm. (45.7)

De la euai�on (45.5) se ve que, omo dxk, DAm
y DAr son vetores, las antidades Ak

;p

y Ak ;p son tensores. Adem�as, en un sistema galileano los s��mbolos de Christo�el son ero

y por lo tanto la derivada ovariante Ak
;p oinide on la derivada ∂Ak/∂xp.

Calulemos ahora la derivada ovariante del tensor ontravariante AiBk
formado por

los produtos los vetores Ak
y Bk

,

δ
Ä
AiBk

ä
= AiδBk + BiδAk = −AiΓklmB

l
dxm − BkΓ ilmA

l
dxm.

De aqu�� se sigue que la apliai�on del operador δ a ualquier tensor ontravariante Πik
de

rango 2 est�a dada por
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δΠik = −
Ä
ΠimΓkml + ΠmkΓ iml

ä
dxl. (45.8)

Por lo tanto

DΠik = dΠik − δΠik = Πik
;l dx

l, (45.9)

en donde la derivada ovariante Πik
;l del tensor Π

ik
est�a dada por

Πik
;l =

∂Πik

∂xl
+ Γ imlΠ

mk + ΓkmlΠ
im. (45.10)

De manera totalmente an�aloga se puede alular la derivada ovariante de los tensores

Πi
k y Πik para obtener

Πi
k ;l =

∂Πi
k

∂xl
+ Γ imlΠ

m
k − Γmkl Π

i
m. (45.11)

Πik ;l =
∂Πik

∂xl
− Γmil Πmk − Γmkl Πim. (45.12)

A partir de estas relaiones uno puede entones alular la derivada ovariante de un

tensor de rango n. Esta derivada est�a dada por la derivada del tensor on respeto a las

oordenadas m�as n t�erminos que son funiones lineales de la onexi�on, es deir,

Ω...
...i...

k...
;l =

∂

∂xl
Ω...

...i...
k... + . . . − Γmil Ω...

...m...
k... + . . . + Γkml Ω

...
...i...

m...
(45.13)

Debido a que la apliai�on del operador δ a un esalar φ es igual a ero, entones la

derivada ovariante de un esalar es igual a la derivada on respeto a las oordenadas del

esalar

φ;l =
∂φ

∂xl
. (45.14)

Graias a la linealidad del operador δ, la derivada ovariante es tambi�en una funi�on lineal,

(ApBq);l = BqA
p
;l +ApBp ;l. (45.15)
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De�namos a la derivada ontravariante ();l de un vetor Bp
omo

Bp ;l = glmBp
;m, Bp

;l = glmBp;m. (45.16)

En otras palabras, la derivada ontravariante orresponde a subir el ��ndie de derivai�on

ovariante.

Tarea 14

La antidad DAk
de la euai�on (45.5) es un vetor ontravariante y por lo tanto se

transforma de auerdo a la igualdad (43.3), es deir,

DAk =
∂xk

∂x ′i
(DA) ′i =

∂xk

∂x ′i

{
∂A ′i

∂x ′l
+ Γ ′i

mlA
′m

}
dx ′l. (45.17)

(i) Utilizando el heho de que

A ′m =
∂x ′m

∂xk
Ak,

∂

∂x ′l
=

∂xm

∂x ′l

∂

∂xm
,

muestra que la euai�on (45.17) toma la forma

DAi =
∂xi

∂x ′k

{
∂xm

∂x ′l

∂2x ′k

∂xm∂xn
An +

∂xm

∂x ′l

∂x ′k

∂xn
∂An

∂xm
+ Γ ′k

ml

∂x ′m

∂xs
As

}
∂x ′l

∂xq
dxq. (45.18)

(ii) Compara la euai�on (45.18) on la relai�on (43.3) y muestra que

Γ ikl = Γ ′m
rp

∂xi

∂x ′m

∂x ′r

∂xk
∂x ′p

∂xl
+

∂2x ′m

∂xk∂xl
∂xi

∂x ′m
. (45.19)

De aqu�� se ve que los s��mbolos de Christo�el se omportan omo un tensor solamente

uando el segundo t�ermino del lado dereho de la euai�on se anula, es deir, uando la

transformai�on de un sistema oordenado a otro es lineal. Este segundo t�ermino es adem�as

sim�etrio en los ��ndies k y l, por lo tanto las omponentes del objeto Sikl := Γ ikl − Γ ilk se

transforman omo un tensor, es deir,

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



§45 DIFERENCIACIÓN 205

Sikl =
∂xi

∂x ′r

∂x ′s

∂xk
∂x ′t

∂xl
S ′r

st. (45.20)

Debido a que Sikl = 0 para un sistema galileano y utilizando la euai�on (45.20), es laro

que el valor de este tensor es ero en ualquier otro sistema de oordenadas. Esto signi�a

que

Γklm = Γkml, (45.21)

es deir, la onexi�on es sim�etria en sus ��ndies inferiores. En futuras apliaiones esribi-

remos a los s��mbolos de Christo�el on todos sus ��ndies abajo omo

Γklm = gkpΓ
p
lm. (45.22)

El vetor ovariante DAk est�a relaionado on el vetor ontravariante DAk
por la

relai�on DAk = gklDAl
, omo suede para ualquier vetor. Debido a que Ak = gkpA

p

entones DAk = gkpDAp + ApDgkp. Con esto se obtiene que Dgkl = 0 o bien que la

derivada ovariante del tensor m�etrio es ero, es deir,

gkp;l = 0. (45.23)

Utilizando la euaiones (45.12) y (45.23) se obtiene que

∂gpk;l

∂xl
= Γkpl + Γpkl,

∂glp

∂xk
= Γpkl + Γlpk, −

∂gkl

∂xp
= −Γlkp − Γklp.

La suma de estas tres euaiones nos da la relai�on entre los s��mbolos de Christo�el y el

tensor m�etrio

Γpkl =
1

2

(

∂gpk

∂xl
+

∂gpl

∂xk
−

∂gkl

∂xp

)

. (45.24)

Utilizando la euai�on (45.22) podemos subir el ��ndie de la relai�on (45.24) para obtener

Γ
p
kl =

1

2
gpm

(

∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
−

∂gkl

∂xm

)

. (45.25)

Estas dos �ultimas euaiones muestran que las derivadas del tensor m�etrio generan
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a los s��mbolos de Christo�el. Debido a que las antidades gik representan al potenial

gravitaional (f. sei�on §41), entones la antidad Γ ikl es omo \la fuerza" que se ejere

sobre una part��ula de prueba que se mueve en un ampo gravitaional.

Calulemos ahora la diferenial dg del determinante g del tensor m�etrio gkl. El deter-

minante de esta matriz est�a dado por

d (detgik) = (dg00 × menor de g00) + (dg01 × menor de g01) + . . . (45.26)

Como la matriz formada por las antidades gik es la matriz inversa de gik entones gik

es la matriz formada por los menores de gik dividida por el det gik = g. Por lo tanto, los

menores de la antidad gik est�an dados por ggik. Con esto, la euai�on (45.26) se simpli�a

a

dg = d (det gik) = ggik dgik. (45.27)

Ahora bien, omo gik g
ik = δpp = 4, entones gik dg

ik = −gik dgik. De aqu�� que la

euai�on (45.27) tome la forma

dg = d (det gik) = −ggik dg
ik. (45.28)

La ontrai�on del primero y terer ��ndie de los s��mbolos de Christo�el est�a dada por

Γ iki =
1

2
gim

(

∂gmk

∂xi
+

∂gmi

∂xk
−

∂gki

∂xm

)

=
1

2
gim

∂gmi

∂xk
. (45.29)

Dividiendo la euai�on (45.28) por dxk se obtiene que ∂g/∂xk = ggim∂gim/∂x
k
. Sustitu-

yendo este valor en la euai�on (45.29) se obtiene que

Γ iki =
1

2g

∂g

∂xk
=

∂

∂xk
ln

√
−g. (45.30)

Tarea 15

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



§45 DIFERENCIACIÓN 207

(i) La ontrai�on de los ��ndies inferiores en los s��mbolos de Christo�el est�a dada por

gklΓ ikl =
1

2
gklgim

(

∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
−

∂gkl

∂xm

)

. (45.31)

Para simpli�ar esta relai�on muestra primero que

gklΓ ikl = gklgim
(

∂gmk

∂xl
−

1

2

∂gkl

∂xm

)

, (45.32)

∂gil

∂xl
= −gklgim

∂gmk

∂xl
. (45.33)

Con estas dos euaiones y utilizando la relai�on (45.27)muestra que la euai�on (45.31)

se esribe simplemente omo

gklΓ ikl = −
1√
−g

∂

∂xl

Ä√
−ggil

ä
. (45.34)

(ii) Utilizando el heho de que gilg
lk = δki muestra que

gil
∂glk

∂xm
= −glk

∂gil

∂xm
, (45.35)

y por lo tanto, utilizando el heho de que la derivada ovariante del tensor m�etrio

es ero {f. euai�on (45.23), entones

∂gik

∂xl
= −Γ imlg

mk − Γkmlg
im. (45.36)

Esta �ultima euai�on expresa la derivada del tensor m�etrio en funi�on del mismo

tensor m�etrio y la onexi�on.

(iii) Si Ak
es un vetor, Πkl

es un tensor antisim�etrio y Ωkl
es un tensor sim�etrio,
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muestra que

Ap
;p =

1√
−g

∂

∂xp

Ä
Ap√−g

ä
, (45.37)

Πik
;k =

1√
−g

∂

∂xk

Ä
Πik√−g

ä
(45.38)

Ωi
k
;k =

1√
−g

∂

∂xk

Ä
Ωi

k√−g
ä
−

1

2
Ωkl∂gkl

∂xi
. (45.39)

En oordenadas urvil��neas el divergente del vetor Ai
se transforma en Ai

;i. Por

lo tanto, la euai�on (45.37) representa al divergente en oordenadas urvil��neas

del vetor Ai
. Es laro adem�as que omo Ai;k − Ak;i = ∂Ai/∂x

k − ∂Ak/∂x
i
, enton-

es esta antidad tiene la misma forma que en oordenadas artesianas. Y omo

∂Ai/∂x
k − ∂Ak/∂x

i
es un tensor antisim�etrio, entones Ai;k − Ak;i es tambi�en un

tensor antisim�etrio.

(iv) En oordenadas galileanas, el Laplaiano ∆φ de un esalar φ est�a dado por ∂2φ/∂xk∂xk.

En oordenadas urvil��neas, esta antidad se transforma en φ;k
;k. Muestra que

∆φ = φ;k
;k =

1√
−g

∂

∂xi

(√
−ggik

∂φ

∂xk

)

. (45.40)

El teorema de Stokes visto en la sei�on §43 puede ser esrito en oasiones de manera un

poo m�as elegante utilizando las relaiones anteriores. En efeto, debido a que la integral

sobre una hipersuper�ie de tres dimensiones se transforma a una integral sobre el uatro{

volumen mediante la regla dSi → dΩ∂/∂xi y por lo tanto

Ai
dSi → dΩ

∂Ai

∂xi
, o bien,

Ä
Ai√−g

ä
dSi → dΩ

∂

∂xi

Ä
Ai√−g

ä
.

Con esto y utilizando la euai�on (45.37) se obtiene el teorema de Gauss est�andard en

espaios urvos

	

∫
Ak√−gdSk =

∫
Ak

;k

√
−gdΩ (45.41)
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§46. Movimiento de una part́ıcula

Como vimos en la sei�on §14, en relatividad espeial, una part��ula de masa m se

mueve obedeiendo al prinipio de m��nima ai�on. La part��ula se mueve de tal forma que

su ai�on S orresponde a un m��nimo para trayetorias su�ientemente peque~nas. Diho

de otro modo, la l��nea de universo de la part��ula debe orresponder a un extremo entre

dos puntos del espaio{tiempo, es deir,

δS = −mcδ

∫
ds = 0, (46.1)

Un ampo gravitaional representa un ambio en la estrutura del espaio{tiempo plano, es

deir, representa un ambio en el intervalo ds. Por esta raz�on, la euai�on (46.1) es ierta

tambi�en para una part��ula que se mueve a lo largo de un ampo gravitaional. En un

ampo gravitaional la trayetoria de la part��ula se lleva aabo de tal forma que los puntos

sobre esta misma alanzan un extremo. Esta trayetoria se le denomina geod�esia . En

ausenia de ampos gravitaionales, las geod�esias orresponden a l��neas retas que implia

un movimiento uniforme y retil��neo. Cuando se onsideran ampos gravitaionales, las

geod�esias no son trayetorias retil��neas, sino que son trayetorias urvas (extremas) las

uales implian que el movimiento de la part��ula es no{uniforme y no{retil��neo.

Para alular la euai�on de movimiento en un ampo gravitaional, dada por la eua-

i�on (46.1), generaliemos el resultado obtenido al variar la ai�on para el aso de un

espaio plano en ausenia de ampos gravitaionales. En relatividad espeial la euai�on

de movimiento de una part��ula est�a dada por la euai�on (14.7), es deir, dui = 0. Cla-

ramente esta relai�on debe transformarse a Dui = 0 en el aso de un espaio urvo. El

operador D est�a dado por la euai�on (45.5) y por lo tanto la trayetoria de la part��ula

en un ampo gravitaional est�a dada por

dui + Γ iklu
k
dxl = 0.

Dividiendo esta �ultima euai�on por ds y utilizando el heho de que la veloidad ui =

dxi/ds se obtiene que

d

2xi

ds2
+ Γ ikl

dxk

ds

dxl

ds
= 0. (46.2)
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Esta es la euai�on busada y se denomina la euai�on geod�esia . Geom�etriamente re-

presenta la trayetoria de longitud m��nima entre dos puntos de un espaio urvo. Esta

euai�on muestra que el movimiento de una part��ula no se lleva a abo de manera unifor-

me y retil��nea uando esta �ultima se mueve bajo la inuenia de un ampo gravitaional.

En omponentes ovariantes, la euai�on geod�esia toma la forma Dui = 0. Utilizando

la euai�on (45.5) esta relai�on se transforma en

d

2xi

ds2
− Γikl

dxk

ds

dxl

ds
= 0. (46.3)

Esta euai�on se redue onsiderablemente utilizando la euai�on (45.24) para obtener

d

2xi

ds2
−

1

2

∂gkl

∂xi
dxk

ds

dxl

ds
= 0. (46.4)

La uatro{aelerai�on de una part��ula de masa m est�a dada por dui/ds. Por lo tanto,

de auerdo a la euai�on (46.2), la uatro{fuerza que se ejere sobre esta part��ula est�a

dada por −mΓ iklu
kul

. Debido a que los s��mbolos de Christo�el est�an determinados por las

derivadas del tensor m�etrio on respeto a las posiiones, podemos deir que las antidades

gik representan el \potenial" del ampo gravitaional. Esto ya hab��a sido peribido a

trav�es de la euai�on (41.7) en donde se mostr�o que la orrei�on relativista al ampo

gravitaional Newtoniano signi�a que g00 ≈ 1+ 2φ/c2.

La euai�on (46.2) puede esribirse omo

d

2xi

ds2
= Γ ikl

dxk

ds

dxl

ds
. (46.5)

El lado dereho de esta euai�on tiene que ver on los ampos gravitaionales y por lo tanto

es una forma de desribir la urvatura del espaio{tiempo. El lado izquierdo representa la

aelerai�on o los movimientos de part��ulas materiales sobre un ampo gravitaional. De

aqu�� que \la urvatura del espaio le indique a las masas omo moverse".

�

Esta es la

interpretai�on geometrodin�amia de la euai�on geod�esia.

En el l��mite Newtoniano el Lagrangiano L de una part��ula de masa m que se mueve

en un espaio plano est�a de�nida en la euai�on (14.4). Si existe un ampo gravitaional,

el Lagrangiano de una part��ula de prueba en este mismo l��mite toma la forma
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L = −mc
2 +

1

2
mv

2 −mφ, (46.6)

en donde φ es el potenial esalar gravitaional. De esta manera, la ai�on S de una

part��ula que se mueve en un ampo gravitaional est�a dada por

S =

∫
Ldt = −mc

∫ Ç
c −

v

2

2c
+

φ

c

å
dt. (46.7)

Comparando esto on la euai�on (46.1), i.e. S = −mc
∫
ds, se obtiene que en el aso l��mite

Newtoniano el intervalo est�a dado por

ds =

Ç
c−

v

2

2c
+

φ

c

å
dt. (46.8)

Elevando esta euai�on al uadrado y despreiando t�erminos que tienden a ero uando

c → ∞ se obtiene que

ds2 =

(

1+
2φ

c2

)

c
2
dt2 − dl2. (46.9)

En esta euai�on hemos esrito la veloidad de la part��ula v = dl/dt. La euai�on (46.9)

muestra que la primera orrei�on relativista a la m�etria del espaio{tiempo on gravita-

i�on es tal que

g00 ≈ 1+
2φ

c2
, (46.10)

y que gαβ = δαβ, g0ζ = 0. Esto ya hab��a sido antes alulado por otro m�etodo en la

sei�on §41.

§47. Ecuaciones del campo gravitacional

La manera en la que de�nimos el transporte paralelo de un vetor fue pidiendo que

este mismo fuera tal que uando se efetuara la operai�on en un espaio in�nitesimalmente

peque~no on oordenadas galileanas, entones las omponentes del vetor permaneer��an

�jas (f. sei�on §45).

Consideremos un onjunto de puntos xi(s) en un espaio urvo que forman una l��nea
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uyo elemento de aro es s. Debido a que ds2 = dxidxi, el vetor tangente unitario a esta

urva es ui = dxi/ds. Si esta l��nea es adem�as una geod�esia, entones Dui = dui−δui = 0.

Esto signi�a que δui = dui
. Al transportar paralelamente a si mismo al vetor ui

que se

enuentra en la posii�on xi hasta la posii�on xi+dxi se obtiene el vetor ui+δui = ui+dui
.

En otras palabras, el vetor tangente ui
loalizado en el punto xi y trasladado paralelamente

a si mismo a lo largo de una geod�esia oinide on el vetor tangente ui+dui
a la geod�esia

en el punto xi + dxi.

Geom�etriamente es laro

†
que al haer un transporte paralelo de dos vetores, el \�angu-

lo" entre ellos no var��a. De aqu�� se sigue en partiular que el �angulo entre un vetor ual-

quiera v

k
y el vetor tangente a la urva uk

permanee igual uando v

k
es transportando

paralelamente a lo largo de una geod�esia. Esto signi�a que al transportar paralelamente

a un vetor a lo largo de una geod�esia sus omponentes no ambian.

Consideremos una variedad de dos dimensiones omo la que se muestra en la Figu-

ra VI.3. Si el ontorno errado ABCD est�a formado por geod�esias, entones al transportar

paralelamente al vetor 1 a lo largo del ontorno se obtienen los vetores 2, 3, 4 y 5. El ve-

tor 5 es el resultado de efetuar el transporte paralelo del vetor 1 en el ontorno errado,

partiendo desde el punto A. En el aso m�as general, el vetor 1 y el vetor 4 no oiniden

entre si. Esto signi�a que en un espaio urvo el transporte paralelo de un vetor a partir

de un punto dado hasta otro, arroja un resultado distinto si el traslado se hae a lo largo

de trayetorias diferentes.

Supongamos ahora que un vetor Ak es transportado paralelamente a lo largo de un

ontorno de geod�esias errado in�nitesimalmente peque~no. Al regresar a su posii�on ori-

ginal en el ontorno, el vetor Ak ha ambiado y tiene el valor Ak+∆Ak. Es laro que este

ambio est�a dado por la integral

∮
δAk tomada a lo largo del ontorno errado. Con esto y

debido a la euai�on (45.4) se obtiene que

∆Ak =

∮
Γ imlAidx

l. (47.1)

Utilizando el teorema de Stokes (13.28) en esta �ultima euai�on y debido a que el ontorno

†
Algebraiamente tambi�en es laro, basta tomar dos vetores ui

y v

i
y transportarlos paralelamente

para obtener ui + δui
y v

i + δv i
. Con esto es laro que ui

vi =
(

ui + δui
)

(vi + δvi) despreiando t�erminos

de orden superior. De aqu�� se sigue de inmediato que el \�angulo" entre dos vetores ualesquiera ui
y v

i

se onserva al haer un transporte paralelo.
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A

B

C

D

1

3

4

5

2

Figura VI.3: Sobre una variedad en dos dimensiones (l��nea punteada) se ha dibujado

un ontorno errado formado por geod�esias (l��nea ontinua). Sometamos al vetor 1 a un

transporte paralelo de A hasta B y luego hasta C, ontinuando hasta D para �nalmente

regresar a A. Debido a que el transporte paralelo de un vetor sobre una geod�esia pre-

serva el �angulo on el vetor tangente a la geod�esia, entones el vetor 1 se transporta

paralelamente hasta llegar al vetor 2 en el punto B. Al transportar a este vetor de B a

C, �este se onvierte en el vetor 3. Al haer el transporte paralelo del vetor 3 que est�a

loalizado en C, este vetor se transforma en el vetor 4 al llegar al punto D. Finalmente

al transportar paralelamente en si mismo el vetor 4 desde el punto D hasta el punto A

se obtiene el vetor 5 que en t�erminos generales, no oinide on el vetor 1.

es in�nitesimalmente peque~no se obtiene aproximadamente que

∆Ak ≈ 1

2

{
∂

∂xl

Ä
Γ ikmAi

ä
−

∂

∂xm

Ä
Γ ikmAi

ä}
∆flm. (47.2)

A primer orden de aproximai�on, omo DAi = 0 alrededor de un ontorno errado,

entones la euai�on (45.5) implia que

∂Ai

∂xl
≈ ΓnilAn, (47.3)
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dentro del ontorno de integrai�on. Sustituyendo la euai�on (47.3) en la igualdad (47.2)

se obtiene que

∆Ak ≈ 1

2
Ri

klmAi∆f
lm, (47.4)

en donde el tensor de urvatura o tensor de Riemann Ri
klm de rango uatro est�a dado

por

Ri
klm =

∂Γ ikm
∂xl

−
∂Γ ikl
∂xm

+ Γ inl Γ
n
km − Γ inm Γnkl. (47.5)

Las antidades Ri
klm forman un tensor. Esto se debe a que omo el lado izquierdo de la

euai�on (47.4) forma un vetor, y ∆flm es un tensor, entones neesariamente Ri
klm es un

tensor.

Tarea 16

(i) Si Ai es un vetor ovariante, de�ne su segunda derivada ovariante omo Ai;k;l :=

(Ai;k);l y muestra mediante alulo direto que

Ai;k;l −Ai;l;k = AmR
m
ikl. (47.6)

(ii) Muestra utilizando la euai�on (47.6) (o de alguna otra manera, por ejemplo mediante

el �alulo direto) y la linealidad de la derivada ovariante, que si Ai y Bk son dos

vetores ovariantes entones

(AiBk);l;m − (AiBk);m;l = AnBkR
n
ilm +AiBnR

n
klm. (47.7)

De aqu�� onluye que todo tensor ovariante Πik satisfae la relai�on

Πik;l;m − Πik;m;l = ΠnkR
n
ilm + ΠinR

n
klm. (47.8)

En el aso de un espaio plano, los s��mbolos de Christo�el son id�entiamente iguales a

ero y por lo tanto el tensor de Riemann es igual a ero en todo el espaio. Debido a que
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Ri
klm es un tensor, entones si Ri

klm = 0 en un sistema de referenia, este tensor ser�a igual

a ero en ualquier otro sistema de referenia. Esto quiere deir que uando el espaio es

plano, entones Ri
klm = 0 en todo el espaio. Inversamente, si Ri

klm = 0 en todo el espaio

entones ∆Ak dado por la euai�on (47.4) es ero y por lo tanto el transporte paralelo de un

vetor alrededor de un ontorno errado lo regresa a su misma posii�on. En otras palabras,

loalmente el espaio es plano y omo esto mismo puede haerse para ualquier punto del

espaio, entones el espaio en su totalidad es Eulidiano. Esto muestra que Ri
klm = 0 si y

s�olo si el espaio es plano.

En el aso de un espaio urvo uno puede haer Γ ikl = 0 en una regi�on su�ientemente

peque~na del espaio, pero las derivadas ∂Γ ikl/∂x
p
no ser�an nulas en todo el espaio y por

lo tanto Ri
klm no neesariamente es ero en todo el espaio.

Tarea 17

(i) El tensor de Riemann on todos sus ��ndies abajo est�a dado por Riklm = ginR
n
klm.

Muestra que

Riklm =
1

2

{
∂2gim

∂xk∂xl
+

∂2gkl

∂xi∂xm
−

∂2gkm

∂xi∂xl
−

∂2gil

∂xk∂xm

}
+ gnp

Ä
Γnkl Γ

p
im − Γnkm Γpil

ä
.

(47.9)

De la euai�on (47.9) se siguen las propiedades de simetr��a del tensor de Riemann

Riklm = −Rkilm = −Rikml = Rlmik. (47.10)

Utilizando las propiedades de antisimetr��a que se muestran en la euai�on (47.10) se obtiene

que ualquier omponente que tenga los dos primeros ��ndies repetidos, o los dos �ultimos

��ndies repetidos es igual a ero. La euai�on (47.9) implia tambi�en que

Riklm + Rimkl + Rilmk = 0. (47.11)

En un sistema de oordenadas galileano, la derivada ovariante ( );k se onvierte en

la derivada ordinaria ∂/∂xk y los s��mbolos de Christo�el (pero no neesariamente sus

derivadas) se anulan. Por lo tanto, en un sistema de oordenadas galileano
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Rn
ikl;m =

∂Rn
ikl

∂xm
=

∂2Γnil
∂xm∂xk

−
∂2Γnik

∂xm∂xl
. (47.12)

De esta manera se ve que

Rn
ikl;m + Rn

imk;l + Rn
ilm;k = 0, (47.13)

para un sistema de referenia galileano. Sin embargo, debido a que Ri
klm es un tensor,

entones la euai�on (47.13) es v�alida para ualquier espaio urvo. La relai�on (47.13) se

onoe omo la identidad de Bianhi .

Se de�ne el tensor de Rii Rik omo la ontrai�on del primer y terer ��ndie del

tensor de Riemann, es deir, utilizando la euai�on (47.5) este tensor est�a dado por

Rik := glmRlimk = Rl
ilk =

∂Γ lik
∂xl

−
∂Γ lil
∂xk

+ Γ lik Γ
m
lm − Γmil Γ lkm. (47.14)

De esta �ultima igualdad y la euai�on (45.30) se ve que el tensor de Rii es sim�etrio, es

deir,

Rik = Rki. (47.15)

Finalmente de�namos el esalar de Rii o la urvatura esalar del espaio R omo la

ontrai�on del tensor de Rii, es deir,

R := Ri
i = gilgkmRiklm = Rik

ik. (47.16)

Puede mostrarse que la urvatura del espaio{tiempo es proporional al esalar de Rii (f.

sei�on §48 omo ejemplo en el aso de espaios isotr�opios). Utilizando la de�nii�on del

esalar de Rii de la euai�on (47.16) y la identidad de Bianhi se sigue que el divergente

del tensor de Rii en oordenadas urvil��neas est�a dado por

Rl
m;l =

1

2

∂R

∂xm
. (47.17)

Lo que falta ahora es utilizar el prinipio de m��nima ai�on para enontrar las euaiones

del ampo gravitaional. Esto se hae de la misma manera que omo lo hiimos para

enontrar el segundo par de euaiones de Maxwell en la sei�on §18. En el aso de ampos
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gravitaionales, esto no es tan direto y requiere �alulos que van un poo m�as all�a de

nuestros objetivos en este urso. Por lo tanto �uniamente menionaremos los pasos b�asios

para enontrar estas euaiones.

El prinipio de m��nima ai�on apliado a ampos nos die que la variai�on δS de la

ai�on total S es tal que

δS = δ (S
m

+ S
f

+ S
mf

) = 0, (47.18)

en donde S
m

es la ai�on orrespondiente a las part��ulas materiales que se mueven sobre

el ampo gravitaional dado y est�a dada por la euai�on (46.1). La ai�on S
f

es la ai�on

del ampo gravitaional y S
mf

es la ai�on que representa a la interai�on de las part��ulas

materiales on el ampo. Como menionamos en el ap��tulo III, suponemos que la ai�on

δS
m

= 0 {pues esta ondii�on representa la trayetoria de las part��ulas (que se supone ya

onoida) dado el ampo gravitaional. Es un resultado b�asio de la relatividad general,

pero ompliado, el mostrar que

δS
mf

=
1

2c

∫
Tikδg

ik√−gdΩ, (47.19)

δS
f

= −
c
3

16πG

∫
(

Rik −
1

2
gikR

)

δgik
√
−gdΩ, (47.20)

donde las integrales son tomadas sobre todo el espaio{tiempo. Sustituyendo estas dos

�ultimas euaiones en la variai�on de la ai�on (47.18) on δS
m

= 0, se obtiene que

−
c
3

16πG

∫
(

Rik −
1

2
gikR−

8πG

c4
Tik

)

δgik
√
−gdΩ = 0. (47.21)

Debido a que la m�etria fue esogida de manera arbitraria, entones la variai�on de la

misma, i.e. δgik, es tambi�en arbitraria y por lo tanto neesariamente se obtiene que el

t�ermino entre par�entesis dentro de la integral (47.21) es id�entiamente igual a ero, es

deir,

Rik −
1

2
gikR =

8πG

c4
Tik, (47.22)

que son las euaiones difereniales que satisfae la m�etria gik (o el ampo gravitaional),
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y se denominan freuentemente omo las euaiones de Einstein .

El lado dereho de la euai�on (47.22) es el tensor de energ��a{momento y vagamente

podemos deir que representa a las masas del sistema. El lado izquierdo de esta misma

euai�on est�a formado por antidades que son funiones de la urvatura del espaio{tiempo.

Las euaiones de Einstein nos dien que la urvatura del espaio{tiempo y las masas est�an

relaionadas de la manera partiular que se muestra en la euai�on (47.22). Mas aun, esta

relai�on nos est�a diiendo que \las masas (lado dereho de la euai�on (47.22)) le dien

al espaio{tiempo omo urvarse (lado izquierdo de la euai�on (47.22)".

Combinando la interpretai�on de la euai�on geod�esia vista en la sei�on §46 on lo

interpretado por las euaiones de Einstein, podemos deir entones que: \las masas le

dien al espaio omo urvarse (euaiones de Einstein) y la urvatura del espaio

le die a las masas omo moverse (euai�on geod�esia)"

†
. Esta ai�on{reai�on entre

el espaio{tiempo y las masas es de suma importania y resulta tan ompleja que las

euaiones de Einstein no son lineales. Esto signi�a que el prinipio de superposii�on no

es v�alido en relatividad general. En otras palabras, si gik y g ′
ik son dos m�etrias que son

soluiones a las euaiones de Einstein, entones la suma gik + g ′
ik no es neesariamente

una solui�on de las euaiones de Einstein.

Las euaiones de Einstein on uno de sus ��ndies arriba toman la forma

Rk
i −

1

2
Rδki =

8πG

c4
Tk
i . (47.23)

La ontrai�on de esta euai�on es

R = −
8πG

c4
T i
i , (47.24)

y por lo tanto, sustituyendo este valor en la euai�on (47.22) se obtiene otra forma para

las euaiones de Einstein

Rik =
8πG

c4

(

Tik −
1

2
Tp

p gik

)

. (47.25)

†
En el aso del eletromagnetismo, el equivalente a la euai�on geod�esia es la fuerza de Lorentz y

el equivalente a las euaiones de Einstein, son las euaiones de Maxwell. En este aso uno puede deir

que la distribui�on en el espaio de las argas le die a los ampos eletromagn�etios omo omportarse

(euaiones de Maxwell) y la intensidad de los ampos eletromagn�etios le die a las argas omo moverse

(euai�on de Lorentz).
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El divergente generalizado (ontrai�on de la derivada ovariante) de la euai�on (47.23)

est�a dado por

Rk
i;k −

1

2
R;k =

8πG

c4
Tk

i;k. (47.26)

Utilizando la euai�on (47.17) obtenemos entones que la divergenia en oordenadas ur-

vil��neas del tensor de energ��a{momento es id�entiamente igual a ero, es deir,

T i
k;i = 0. (47.27)

Esta �ultima relai�on es lara, pues al transformar a un sistema de oordenadas urvil��neo

la euai�on (20.6) que debe satisfaer el tensor de energ��a{momento en un espaio plano,

se debe obtener la euai�on (47.27).

En ausenia de ampos y materia, i.e. en el va��o, la euai�on (47.26) implia que

Rik = 0. Esto no neesariamente signi�a que el espaio{tiempo es plano pues para tal

ondii�on es neesario que el tensor de Riemann Ri
klm sea id�entiamente igual a ero en

todo el espaio.

§48. Espacios isotrópicos curvos

A manera de ejemplo y on la idea de apliar los resultados obtenidos en esta sei�on a

osmolog��a, alulemos la m�etria para espaios isotr�opios urvos, es deir, de urvatura

onstante. De heho, un espaio isotr�opio es neesariamente homog�eneo. En efeto, si

ada punto del espaio se ve igual que ualquier otro en todas las posibles direiones,

entones dada una direi�on espeial el espaio se ver�a igual en ualquier punto sobre una

trayetoria que represente esta direi�on.

Comenemos por enontrar la m�etria del espaio isotr�opio m�as simple que existe, la

esfera. La manera m�as simple de enontrar las propiedades de este espaio de dos dimensio-

nes es sumergi�endolo en un espaio de una dimensi�on mayor, es deir, de tres dimensiones.

Esto se muestra en la Figura (VI.4). Sobre la super�ie de la esfera de�namos dos oor-

denadas, ρ y ϕ. La oordenada ρ orresponde a la distania medida desde el polo norte

de la esfera hasta un determinado punto P. Esta distania orresponde a la longitud de

una geod�esia medida desde el polo norte y las geod�esias en una esfera orresponden a
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segmentos de ��rulos on origen en el entro de la esfera. La oordenada ϕ es el �angulo

azimutal.

PSfrag replaements

dϕ

dρ

dζ

dl

R


d

P

ρ
dθ

Figura VI.4: Sobre la 2{esfera se de�nen dos oordenadas, ρ y ϕ. La oordenada ρ es

medida a partir del polo norte y se mueve sobre un irulo m�aximo haia abajo omo lo

muestra la �gura. La oordenada ϕ orresponde al �angulo azimutal. La oordenada θ es

el �angulo polar y R


es el radio de la esfera. Dado un punto P sobre la esfera, el elemento

de longitud dl de la misma est�a dado por dl2 = dρ2 + dζ2.

De la Figura VI.4 se ve que un elemento de longitud dl sobre la super�ie de la 2{esfera

medido a partir del punto P est�a dado por dl2 = dρ2+dζ2. Si θ es el �angulo polar, es laro

entones que dρ = R


dθ y que dζ = R


sin θdϕ. Por esta raz�on el elemento de longitud

sobre la super�ie de la 2{esfera est�a dado por
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dl2 = R2


dθ2 + R2


sin

2 θdϕ2. (48.1)

Una variedad ualquiera de dos dimensiones puede aproximarse loalmente a la super-

�ie de la 2{esfera. Si R


es el radio de la esfera que aproxima a la super�ie, i.e. el radio

de urvatura de la super�ie evaluada en el punto de aproximai�on, entones la m�etria

de la variedad de dos dimensiones est�a dada por la euai�on (48.1). Cuando el espaio es

isotr�opio el radio de urvatura es una onstante en todo el espaio.

Esribamos la m�etria (48.1) de manera diferente introduiendo la oordenada de la

medida de la distania χ de�nida por

χ := R


sin

Å
ρ

R


ã
. (48.2)

Con esto, la euai�on (48.1) toma la forma

dl2 =
dχ2

1− κχ2
+ χ2dϕ2, (48.3)

en donde la urvatura Gaussiana o urvatura esalar κ de la esfera est�a dada por κ = 1/R2


.

El elemento de distania χdϕ es ortogonal al elemento de distania dρ omo lo muestra la

euai�on (48.3). Por lo tanto, la distania diametral angular χdϕ representa la longitud

de un segmento de l��nea que subtiende un �angulo ϕ a la distania ρ.

Consideremos ahora un espaio isotr�opio de tres dimensiones. Las oordenadas natura-

les a utilizar son la oordenada radial ρ, el �angulo polar θ y el �angulo azimutal ϕ. Cualquier

super�ie de dos dimensiones ontenida en un espaio de tres dimensiones isotr�opio es

tambi�en isotr�opia y su m�etria est�a dada por la euai�on (48.3). En oordenadas esf�erias

ualquier desplazamiento angular dΩ en la direi�on ortogonal a la direi�on radial est�a

dado por

†

dΩ2 = dθ2 + sin

2 θdϕ2, (48.4)

Con esto y generalizando la euai�on (48.1), el elemento de longitud para un espaio de

tres dimensiones isotr�opio est�a dado por

†
<Cuidado! En esta notai�on Ω no representa al �angulo s�olido. Aqu�� Ω es un desplazamiento angular

que ourre en tres dimensiones, es deir, un desplazamiento angular sobre un �angulo s�olido dado.
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dl2 = dρ2 + R


sin

2
Å
ρ

R


ã
dΩ2 =

dχ2

1− κχ2
+ χ2dΩ2. (48.5)

La m�etria de Minkowski para ualquier espaio urvo isotr�opio queda entones de-

terminada de la siguiente manera

ds2 = c
2
dt2 − dρ2 − R



sin

2
Å
ρ

R


ã
dΩ2 = c

2
dt2 −

dχ2

1− κχ2
− χ2dΩ2. (48.6)

Otra manera de enontrar la m�etria del 3{espaio isotr�opio, desrita por la eua-

i�on (48.5) es la siguiente. La m�etria del 3{espaio est�a dada por la relai�on (44.8). Debido

a la isotrop��a del espaio, el tensor de Riemann

(3)Rα
βηθ del tres espaio debe ser �unia-

mente expresable en t�erminos de tensores que no dependan del lugar donde se enuentren

y/o que tengan una direi�on privilegiada. Los dos tensores que satisfaen esta ondii�on

son el tensor de Levi{Civita ǫαβη y el tensor m�etrio γαβ. Puede mostrarse que el tensor

de Riemann de un espaio isotr�opio depende �uniamente del tensor m�etrio y por lo tanto

tiene la forma

(3)Rαβηθ = κ (γαηγβθ − γαθγηβ) , (48.7)

en donde κ es la urvatura del tres espaio omo veremos m�as adelante. Sin embargo esto

es laro puesto que el tensor de Rii en este aso est�a dado por Rαβ = 2κγαβ y por lo

tanto el esalar de Rii (o la urvatura esalar) est�a dada por

R = 6κ. (48.8)

Para alular la m�etria del 3-espaio isotr�opio onsideremos una analog��a. Identi�que-

mos al tres{espaio on una hiperesfera sumergida en un espaio de uatro dimensiones.

Esto es omo el mapeo uno a uno de todos los puntos del plano eulidiano a la super-

�ie de la dos esfera que se utiliza extensamente en el estudio de la variable ompleja.

La hiperesfera tiene un radio de urvatura R


positiva y su euai�on anal��tia satisfae la

igualdad

x21 + x22 + x23 + x24 = R2


, (48.9)
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en donde x1, x2, x3, y x4 representan oordenadas del uatro espaio. Cabe haer notar

que este uatro espaio no tiene nada que ver on el espaio{tiempo. Es simplemente un

uatro{espaio eulidiano on signatura (+,+,+,+) uya m�etria est�a dada por

dl2 = dx21 + dx22 + dx23 + dx24. (48.10)

Sustituyendo la relai�on (48.9) en la igualdad (48.10) se obtiene la m�etria de la 3{esfera

dl2 = dx21 + dx22 + dx23 +
(x1dx1 + x2dx2 + x3dx3)

2

R2


− x21 − x22 − x23
. (48.11)

Ahora bien, debido a que el tensor de Rii

(3)Rαβ tiene la misma forma en todo el

tres{espaio isotr�opio, entones basta on alularlo en alg�un punto, digamos era del

origen en donde R2


− x21 − x22 − x23 ≈ R2


. As��, la euai�on (48.11) implia que el tensor

m�etrio era del origen est�a dado por

γαβ = δαβ +
xαxβ

R2


. (48.12)

De esta euai�on se sigue que la primera y segunda derivada del tensor m�etrio γαβ eva-

luadas en el origen est�an dadas respetivamente por

∂γαβ

∂xλ

∣

∣

∣

origen

= 0,
∂2γαβ

∂xν∂xλ
=

1

R2


(δναδβλ + δβνδλα) . (48.13)

Utilizando las euaiones (48.12)-(48.13) se sigue que los s��mbolos de Christo�el (45.25)

evaluados en el origen satisfaen las siguientes expresiones

Γαβη = 0,
∂Γαβη

∂xλ
=

γαλδβη

R2


. (48.14)

Con esto, el tensor de Rii dado (47.14) evaluado era del origen est�a dado por

Rαβ =
1

R2


(γηηδαβ − γηαδηβ) , (48.15)

y por lo tanto el tensor de Rii evaluado en el origen est�a dado por

Rαβ

∣

∣

∣

origen

=
2δαβ

R2


. (48.16)
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A partir de la euai�on (48.16) se sigue que el esalar de Rii est�a dado por R = 6/R2


.

Comparando esto on la relai�on (48.8) se sigue entones que

κ =
1

R2


, (48.17)

es deir, κ representa la urvatura gaussiana del 3{espaio κ y R


el radio de urvatura.

En lugar de trabajar on oordenadas artesianas x1, x2, x3 y x4 utiliemos oordenadas

\esf�erias" χ, θ, y ϕ de�nidas por

x1 = χ sin θ osϕ, x2 = χ sin θ sinϕ, x3 = χ os θ. (48.18)

Para onvertir el elemento de longitud (44.7) a estas oordenadas esf�erias, notemos

antes que este elemento puede reesribirse omo

dl2 = dxαdxα +
(xαdxα)

2

R2


− xαxα
= (dr �dr)2 +

(r � dr)2

R2


− r � r
, (48.19)

on r el vetor posii�on. Debido a que el lado dereho de la relai�on (48.19) es una ex-

presi�on vetorial, esta misma es v�alida en ualquier sistema de oordenadas. Por ejem-

plo, en el sistema de oordenadas esf�erias de la euai�on (48.18) para el ual dr =

eχdχ + eθ χdθ + eϕ χ sin θdϕ se obtiene entones que el intervalo de longitud espaial

en oordenadas esf�erias para un 3{espaio isotr�opio est�a dado por

dl2 =
dχ2

1− r2/R2


+ χ2
Ä
dθ2 + sin

2 θdϕ2
ä
, (48.20)

que oinide on la euai�on (48.5).

A pesar de que la euai�on (48.20) fue obtenida para un espaio isotr�opio de urvatura

positiva, mediante una ontinuai�on anal��tia puede haerse valido para ualquier espaio

de urvatura negativa o ero.
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Caṕıtulo VII

Agujeros negros

La primera apliai�on de la relatividad general fue heha para desribir el espaio{

tiempo generado por una masa puntual. Esto equivale a enontrar el ampo gravitaional

desrito por una masa puntual en me�ania Newtoniana. De manera natural esta solui�on

predie la existenia de objetos gravitaionales ausalmente desonetados del espaio los

uales poseen una densidad in�nitamente grande. Estos objetos, para los uales ni siquie-

ra la luz esapa de ellos, son de suma importania en la f��sia te�oria. Astrof��siamente

hablando, estos agujeros negros resultan dar origen a los fen�omenos m�as energ�etios que

onoemos en el universo.

§49. Métrica de Schwarzschild

Un a~no despu�es de la publiai�on de la teor��a de la relatividad general por Einstein,

la primera solui�on a las euaiones del ampo gravitaional fue enontrada. En 1916,

Shwarzshild enontr�o la solui�on exata (la m�etria gik) desrita por una masa puntual

{el equivalente a la ley de Newton de gravitai�on universal para una masa puntual. M�as

tarde, Birkho� mostr�o que si se onsidera una estrella idealizada tal que esta misma pueda

onsiderarse omo una bola homog�enea de polvo, i.e. uido on presi�on id�entiamente

igual a ero, entones el espaio{tiempo fuera de la estrella est�a desrito por la m�etria de

Shwarzshild. Esto es el equivalente del teorema de Newton para una masa homog�enea

on simetr��a radial (f. sei�on §6) y se le onoe omo el teorema de Birkho� .

El ampo gravitaional on simetr��a entral se re�ere no �uniamente al ampo est�atio
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produido por una distribui�on on simetr��a entral. La m�etria debe ser tambi�en v�alida

para ualquier movimiento que la materia entral tenga siempre y uando lo haga de

manera sim�etriamente radial. Tal movimiento puede llevarse a abo siempre y uando la

veloidad de ada part��ula que onforma la masa en uesti�on sea llevada a lo largo de la

direi�on radial.

La m�etria que desribe al ampo gravitaional desrita por Shwarzshild est�a dada

por

ds2 =

(

1−
2GM

rc2

)

c
2
dt2 −

dr2

(1− 2GM/rc2)
− r2dΩ2. (49.1)

en donde dΩ2 = dθ2 + sin

2 θdϕ2
es el uadrado del elemento de �angulo Ω que se lleva a

abo a un radio �jo r. Las oordenadas esf�erias r, θ y ϕ son adeuadas para un observador

que se loaliza lejos del origen r = 0.

De la euai�on (49.1) se sigue que un intervalo de tiempo ∆τ est�a dado por

»
(1 −

2GM/rc2)∆t. Este alulo ya hab��a sido heho en el ap��tulo anterior y vimos que el in-

tervalo de tiempo medido por relojes sinronizados est�a justamente dado por este valor.

Adem�as, debido a que g0i = 0 en la m�etria de Shwarzshild, entones es posible sinro-

nizar todos los relojes que se enuentren en ada punto de este espaio{tiempo (f. sei�on

§44). En otras palabras, la m�etria de Shwarzshild toma en uenta de manera exata la

sinronizai�on de relojes a lo largo del espaio{tiempo urvil��neo produido por una distri-

bui�on de materia sim�etriamente esf�eria. Cabe haer notar tambi�en que la oordenada r

no representa la distania radial omo lo har��a en el aso de un espaio Eul��deo. De heho,

la distania propia {la geod�esia del punto r al entro de la distribui�on de masa{ est�a

dada por

∫ r

0

dr

(1− 2GM/rc2)
.

Por otra parte, omparai�on direta entre el intervalo espaial de la m�etria de Sh-

warzshild (49.1) y el orrespondiente para espaios urvos isotr�opios de Minkowski dado

por la euai�on (48.6) implia que podemos esribir la urvatura κ = 2GM/r3c2 loalmen-

te. Ahora bien, omo la urvatura κ es igual al inverso del uadrado del radio de urvatura

R2


, entones podemos esribir
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r2

R2


=
2GM

rc2
,

que es el par�ametro gravitaional χ que hab��amos de�nido al prinipio del ap��tulo anterior.

De aqu�� se sigue que el radio de urvatura deree {urvatura del espaio aumenta{ a

distanias m�as eranas del entro de la distribui�on de masas entral. Evidentemente, si

el sistema que produe las masas es su�ientemente ompato

†
la urvatura del espaio{

tiempo es notablemente fuerte y justamente es para estos objetos donde una desripi�on

relativista dada por la m�etria de Shwarzshild debe ser utilizada.

En unas seiones m�as disutiremos que es un agujero negro y omo la m�etria de

Shwarzshild autom�atiamente predie la existenia de los mismos. No obstante, es im-

portante menionar la manera en que el Rev. brit�anio John Mithell en 1783 predijo la

existenia de objetos gravitaionales invisibles para ualquier observador externo, es de-

ir, objetos para en los uales la luz no esapa. Para esto, onsideremos la veloidad de

esape de la super�ie de un objeto gravitaional de masa M. Esta se de�ne omo la ve-

loidad neesaria v que una masa m de prueba {omo un ohete{ neesita para llegar a

in�nito. En otras palabras, la energ��a total E
tot

de esta masa de prueba debe ser nula:

E
tot

= mv

2/2 − GmM/r = 0, siendo r el radio del objeto gravitaional de masa M. Si

la veloidad de esape neesaria para salir de este objeto es justamente la veloidad de la

luz (reuerda que desde tiempos de Newton ya se pensaba que la gravedad deb��a tambi�en

alterar las trayetorias de los fotones) entones 2GM/rc2 = 1. El n�umero 2GM/c2 := r
S

se

denomina radio gravitaional o radio de Shwarzshild . De esta forma, los objetos que

poseen radios r < r
S

apareen osuros para ualquier observador externo, pues ni siquiera

la luz puede esapar de los mismos. Fue 200 a~nos m�as tarde uando John Wheeler en la

Universidad de Prineton, en la d�eada de los 1960's bautiz�o a estos objetos on el t�ermino

de agujeros negros . Ya tendremos m�as oportunidad de hablar m�as on respeto a estos

objetos, pero onentr�emonos por el momento en analizar las propiedades de la m�etria de

Shwarzshild.

†
En lo suesivo denominaremos objetos ompatos a todo aquel objeto astron�omio para el ual los

efetos relativistas del ampo gravitaional que produe son importantes. En otras palabras, estos son

objetos que poseen una masa ompatada en un volumen lo su�ientemente peque~no omo para que la

urvatura del espaio{tiempo produida por los mismos sea signi�ante. Ejemplos de estos objetos son

las estrellas de neutrones (observadas omo pulsares) y los agujeros negros de todos tama~nos: at�omios,

estelares y supermasivos.
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§50. Órbitas alrededor de objetos compactos

Sabiendo el valor del tensor m�etrio gkl dado por la euai�on (49.1) es f�ail alular las

euaiones de movimiento que deben umplir part��ulas de prueba que se mueven bajo la

inuenia gravitaional del objeto entral. Basta sustituir los valores de gik en la euai�on

geod�esia Dui = 0 (f. euai�on (46.2)). No obstante, hagamos el �alulo de una manera

direta utilizando nuestros onoimientos de me�ania Lagrangiana.

Reordemos que la ai�on S = −mc
∫
ds (f. sei�on §46), puede reesribirse omo

S = −mc
∫»

(gik _x
i
_xk)dτ en donde

_[ ] representa a la derivada on respeto al tiempo pro-

pio dτ := ds/c = g00 dx
0/c. El pedir que la variai�on δS = 0 es equivalente a pedir que

δ
∫
G(xk, _xk)dτ = 0, donde G(xk, _xk) :=

»
(gik _x

i
_xk) = c. De tal manera que podemos iden-

ti�ar a la funi�on G on el lagrangiano del sistema. As�� pues, las euaiones de movimiento

est�an dadas por las euaiones de Euler{Lagrange

d

dτ

(

∂G

∂ _xk

)

=
∂G

∂xk
, (50.1)

en donde

G :=
{
αc2 _t2 − _r2/α−−r2 _θ2 − r2 _ϕ2

sin

2 θ
}1/2

. (50.2)

Sin embargo, debido a que el funional G no depende expl��itamente de θ y ϕ, entones

es laro que la antidad

† r ∧ _r = onst. Debido a esto, es laro que el movimiento de la

part��ula en uesti�on se lleva a abo en un plano, el plano de�nido por el produto vetorial

r ∧ _r. Por simpliidad, de ahora en adelante esogemos el plano de�nido por el valor �jo

del �angulo polar θ = π/2. De esta manera, al alular la dependenia variaional de la

funi�on G on θ = π/2 se obtiene �uniamente

G =
{
αc2 _t2 − _r2/α− r2 _ϕ2

}1/2
(50.3)

donde α := (1−r/r
S

). Sustituyendo la euai�on (50.3) en las euaiones de Euler{Lagrange

se obtiene que ∂G/∂t = 0, es deir, la antidad ∂G/∂t = onst. De aqu�� y sustituyendo el

†
En me�ania Newtoniana la antidad r ∧ _r representa el momento angular espe���o. Evidentemen-

te este produto vetorial no orresponde al momento angular espe���o de una part��ula de prueba en

relatividad, en donde este mismo est�a de�nido por γr∧ _r.
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valor de G = c en el resultado se obtiene que

α_t = onst := k (50.4)

En todo sistema me�anio estaionario en la oordenada temporal (i.e. ∂/∂t = 0) la energ��a

es una antidad onservada. As�� pues, podemos identi�ar a la energ��a on la onstante k

de la euai�on (50.4).

Por otra parte, las euaiones de Euler{Lagrange implian que ∂G/∂ _ϕ es una antidad

onservada. De aqu�� que

r2 _ϕ = onst := h. (50.5)

La antidad h es proporional al momento angular espei�o del sistema. Sustituyendo las

euaiones (50.4)-(50.5) en la relai�on (50.3) se obtiene que

1

2
m_r2 +

1

2
mα(r _ϕ)2 −

GMm

r
=

mc
2

2
(k2 − 1). (50.6)

Esta euai�on es muy similar a la que se obtiene en me�ania Newtoniana

1

2
m_r2 +

1

2
m(r _ϕ)2 −

GMm

r
= E

tot

. (50.7)

De aqu�� que podamos identi�ar a la energ��a total del sistema en el aso relativista

omo el lado dereho de la euai�on (50.6). Cabe haer notar que la diferenia prinipal

entre el aso relativista y el no{relativista es el fator de α que aparee multipliando a la

veloidad angular de la part��ula de prueba. Expandiendo la euai�on (50.6) obtenemos

m_r2 +m
h2

r2
−

2GMm

r
−

2GMmh2

r3c2
= mc

2(k2 − 1). (50.8)

Para entender el signi�ado de esta relai�on, ompar�emosla on su equivalente Newtoniano

m_r2 +m
h2

r2
−

2GMm

r
= m_r2

∞
, (50.9)

donde _r∞ es la veloidad de la part��ula de prueba en in�nito. Aparte de las diferen-

ias entre el signi�ado de las oordenadas entre ambas euaiones, el t�ermino adiional

−2GMh2/r3c2 en la euai�on relativista hae una gran diferenia en ambos asos. Este
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t�ermino representa un potenial atrativo que se inrementa fuertemente a medida que

se alanzan distanias eranas a las masas que produen el ampo gravitaional. Para

analizar en detalle esta diferenia, esribamos la euai�on (50.9) omo

_r2 = −c
2

{
η

(r/r
S

)2
−

1

(r/r
S

)

}
+ _r2

∞
, (50.10)

donde la antidad adimensional η := h2/r2
S

c
2
. El t�ermino entre orhetes representa un

potenial Φ onstituido por dos partes, un potenial entrifugo proporional a 1/r2 y un

potenial gravitaional Newtoniano proporional a −1/r. La variai�on del potenial Φ

omo funi�on de r/r
S

se muestra en la Figura VII.1. Si una part��ula de prueba es soltada

desde in�nito (punto A') on una veloidad radial nula, entones la posible trayetoria

de la misma puede ourrir a lo largo de la urva mostrada hasta alanzar el punto A.

Justamente en el punto A, la part��ula tiene una radial veloidad nula y no es posible para

la misma alanzar el origen de oordenadas. Las trayetorias erradas est�an dadas uando

_r2
∞

es negativo y as�� la part��ula puede moverse entre los puntos B y B' sobre la urva.

Las �orbitas hiperb�olias orresponden a valores positivos de _r2
∞

y est�an representadas por

los puntos debajo del eje horizontal en el diagrama. El punto de m�aximo aeramiento al

origen de oordenadas ourre en el punto C que orresponde al punto en el que la veloidad

radial _r = 0.

De la misma manera, para el aso relativista, la euai�on (50.8) puede esribirse omo

_r2 − c
2(k2 − 1) = −c

2

{
η

(r/r
S

)2
−

1

(r/r
S

)
−

η

(r/r
S

)3

}
(50.11)

El an�alisis es muy pareido al heho para el aso Newtoniano. Sin embargo, el t�ermino

proporional a −1/r3 at�ua omo un potenial entrifugo atrativo que se inrementa m�as

r�apido on el deremento de r que omo lo hae el t�ermino entr��fugo repulsivo que es

proporional a 1/r2. Por lo tanto, uando la part��ula alanza regiones su�ientemente

eranas a r = 0, este t�ermino entrifugo atrativo debe ser dominante sobre el omporta-

miento de la misma. En otras palabras, una part��ula que se aera lo su�iente al entro

del ampo gravitaional es apaz de alanzar el origen del mismo. Para analizar on un

poo m�as de detalle este heho, el potenial Φ (de�nido por el t�ermino entre orhetes

de la euai�on (50.11)), se muestra omo funi�on de r/r
S

en la Figura VII.2. Algunas de
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Figura VII.1: Variai�on del potenial gravitaional y entrifugo Φ (ver texto) en un

ampo gravitaional Newtoniano omo funi�on del radio r (eje horizontal) medido en

unidades del radio gravitaional r
S

. Las urvas mostradas en la gr�a�a orresponden a las

funiones −ηr2
S

/r2, −Φ y r
S

/r de abajo haia arriba respetivamente.

las posibles trayetorias, que son funiones de η muestran que existen situaiones peu-

liares y distintas al omportamiento no{relativista. La trayetoria de una part��ula que

deja el reposo en A' y alanza el punto A' es similar al aso Newtoniano. Justo en A, la

veloidad de la part��ula es puramente angular. La diferenia es que existen valores de η

su�ientemente peque~nos los uales haen que una part��ula que se deja en reposo radial

solamente desde in�nito sea apaz de alanzar el origen. El aso l��mite entre estos dos asos

est�a dado por la trayetoria de A' a D. A pesar de que la part��ula alanza la posii�on D

on veloidad radial nula, es apaz de alanzar el origen r = 0. Existen part��ulas que

tienen trayetorias erradas el��ptias (orrespondientes a k2 − 1 < 0) omo el segmento

de la urva que se muestra entre los puntos B y B'. A medida que η deree estos dos

puntos onvergen a un punto de inexi�on E de la urva para el ual la trayetoria es una

irunferenia que orresponde a la �ultima �orbita estable alrededor de un agujero negro.
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Las �orbitas hiperb�olias orresponden se alanzan uando k2−1 > 0. En este aso el punto

de m�aximo aeramiento al origen de oordenadas orresponde al punto C del diagrama.

Figura VII.2: Variai�on del potenial gravitaional y entrifugo Φ (ver texto) en un

ampo gravitaional relativista omo funi�on del logaritmo del radio r en unidades del

radio gravitaional r
S

. De abajo haia arriba, las urvas muestran valores del par�ametro

η = 5.5, 4.0, 2.7.

Tarea 18

(i) Muestra que el aso l��mite del punto D en la Figura VII.2 orresponde a valores de

η = 4 y r = 2r
S

.

(ii) Muestra que el punto E en la misma �gura orresponde a la �ultima �orbita irular

estable para la ual d

2Φ/dr2 = 0. Calula que para este aso η = 3 y r = 3r
S

.
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§51. Perihelio de órbitas planetarias

Esribiendo _r = (dr/dϕ)(dϕ/dτ) en la euai�on (50.8) y utilizando la relai�on (50.5),

se obtiene que

(

h

r2
dr

dϕ

)2

+
h2

r2
−

2GM

r
−

2GMh2

r3c2
= 2c2(k2 − 1).

En me�ania l�asia se obtiene a una relai�on similar y para resolver la euai�on dife-

renial, se de�ne u = 1/r, de tal forma que

(

du

dϕ

)2

+ u2 −
2GM

h2
u−

2GM

c2
u3 = 2

c
2

h2
(k2 − 1). (51.1)

Difereniando esta relai�on on respeto al �angulo azimutal se obtiene

d

2u

dϕ2
+ u =

GM

h2
+

3GM

c2
u2. (51.2)

Si hubi�esemos heho este an�alisis de manera Newtoniana, utilizando la euai�on (50.7),

el resultado obtenido ser��a

d

2u

dϕ2
+ u =

GM

h2
. (51.3)

La diferenia entre la euai�on (51.2) y la relai�on (51.3) es el t�ermino proporional

a u2
que aparee en la versi�on relativista. Esta orrei�on es bastante peque~na para el

aso de la tierra girando alrededor del sol. Esto puede verse omparando los t�erminos que

apareen del lado dereho de la euai�on (51.2), i.e.

(3GM/c2)u2

(GM/h2)
=

3u2h2

c2
= 3

v

2

c2
, (51.4)

para el aso de una �orbita irular. Debido a que la veloidad de la tierra alrededor del sol

es de 30 km/s, la orrei�on relativista es de tan s�olo 3 partes en 108. Aunque esto paree

un efeto peque~no result�o ser uno de los experimentos ruiales para omenzar a tomar en

serio a la teor��a general de la relatividad. En el aso de Merurio su �orbita alrededor del

sol tiene una eliptiidad de ǫ ≈ 0.2. El efeto de la orrei�on relativista resulta en haer
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que el perihelio (la distania m�as orta entre la �orbita del planeta y el sol) de Merurio

\rota" poo a poo ada �orbita ompletada por el planeta.

Tarea 19

Considera una �orbita irular. En el aso Newtoniano esto signi�a que utilizando la eua-

i�on (51.3) se obtiene que d

2u/dϕ2 = 0, de tal forma que u = GM/h2
. Esta es una solui�on

a orden ero de la euai�on (51.2) para �orbitas irulares.

(i) Reesribe la euai�on (51.2) para el aso en que u es una orrei�on a la solui�on a

ero orden, es deir para uando u = GM/h2+g(ϕ). Muestra que la euai�on tiene la

forma de una euai�on de osilador harm�onio no{homog�enea y que la \freuenia"

adimensional ω de este osilador est�a dada por

ω2 = 1−

(

3GM

c2

)(

2GM

h2

)

.

(ii) Muestra que el periodo T = 2π/ω = 2π(1+ 3G2M2/c2h2).

(iii) Finalmente muestra que el ambio fraional de la fase por ada �orbita alrededor del

sol (T − 2π)/2π = dϕ/2π est�a dado por

dϕ

2π
=

3

4

Å
c

v

ã2 År
S

r

ã2
.

El �alulo exato para �orbitas el��ptias muestra que

dϕ

2π
=

3

4

Å
c

v

ã2 År
S

r

ã2 1

1− ǫ2
. (51.5)

Los valores de Merurio son r = 5.8× 10

10

m, T = 88 d��as , r
S

= 3 km y ǫ = 0.2 . De

esta manera se enuentra que el avane del perihelio de Merurio (<hazlo!) es de 43 arse

por siglo. Este resultado fue uno de los grandes logros de la relatividad general. En 1859

Le Verrier enontr�o que una vez eliminados los efetos de las perturbaiones de los planetas

veinos a Merurio un avane del perihelio del mismo de 43 arse por siglo se observaba.

Einstein demostr�o esto al publiar su primer art��ulo de la teor��a general de la relatividad.

En el sistema solar, el efeto de preesi�on de �orbitas es peque~no. Sin embargo para
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el aso de sistemas de estrellas binarias ompatas el efeto se ampli�a. El ejemplo m�as

importante es el pulsar binario PSR 1913+16 para el ual su periodo orbital es de 7.75 hrs

y la eliptiidad de las estrellas on respeto a sus �orbitas alrededor del entro de masa es

de ǫ = 0.617. En este aso el avane del perihelio de sus �orbitas puede utilizarse inluso

para medir la masa de las estrellas.

§52. Part́ıculas y rayos de luz cerca de agujeros negros

Consideremos ahora una part��ula de prueba que ae haia r = 0 de manera radial

dejando el reposo en in�nito. La euai�on (50.8) de energ��a on h = 0 es entones

m_r2 −
2GMm

r
= mc

2(k2 − 1) = E
tot

= 0. (52.1)

De aqu�� que el tiempo propio que tarda la part��ula de prueba en llegar al origen a

partir de una posii�on r1 es

τ2 − τ1 =

∫τ2

τ1

dτ = −

∫0

r1

r1/2

(2GM)1/2
dr =

(

2

9GM

)1/2

r
3/2
1 . (52.2)

Es evidente entones que el tiempo propio que tarda una part��ula en aer a r = 0 es

�nito. Nada peuliar ha pasado al alanzar el radio de Shwarzshild r
S

. Sin embargo, un

observador en in�nito observa un omportamiento sumamente distinto. Para analizar esto,

reesribamos la m�etria de Shwarzshild (49.1) de la siguiente manera: dt2 = α−1
dτ2 +

(αc)−2
dr2. As��, sustituyendo este valor para dτ en la euai�on (52.2) se obtiene que

dt = −
1

c

Å
r

r
S

ã1/2
dr

1− r
S

/r
.

Integrando ahora desde r1 hasta r0 se llega a

t2 − t1 =

∫ t2

t1

dt = −
1

cr
1/2
S

∫ 0

r1

r3/2

(r − r
S

)
dr. (52.3)

A medida que r se aproxima a r
S

, el tiempo tiende a in�nito. En otras palabras, para un

observador externo loalizado a distanias su�ientemente alejadas del origen, una part��ula

que ae haia un objeto gravitaional toma un tiempo in�nito en haerlo a pesar de que
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el tiempo propio para alanzar el mismo se lleva a abo de manera �nita.

Las se~nales de luz emitidas por el objeto que ae haia el origen, las uales son son

medidas por un observador externo, presentan ada vez m�as fuertes orrimientos al rojo a

medida que se alanza el radio de Shwarzshild. En efeto, el intervalo de tiempo propio

on el ual se emiten se~nales est�a dado por ds/c = dτ = (1 − r
S

/r)1/2dt. En termino de

freuenias nu observadas y emitidas, esto puede reesribirse omo

ν
obs

= (1− r
S

/r)1/2ν
em

. (52.4)

De auerdo on la de�nii�on de orrimiento al rojo gravitaional z
g

dada en la se-

i�on §41, se sigue que en este aso

z
g

= (1− r
S

/r)−1/2 − 1. (52.5)

As�� pues el orrimiento al rojo gravitaional diverge a medida que la part��ula de prueba

se aproxima al radio de Shwarzshild. De esta manera, es imposible observar ualquier

se~nal de luz que se emita dentro del radio de Shwarzshild. Sin embargo, es laro que las

se~nales de luz pueden viajar haia dentro para alanzar r = 0, pero aquellas dentro de r
S

no pueden propagarse haia fuera.

Queda entones laro que objetos ompatos uyo radio es menor a r
S

son negros

para ualquier observador externo. De ah�� que se denominen objetos negros. Debido a

que ualquier part��ula que rue el radio r
S

inevitablemente alanza el punto r = 0 se

denominan agujeros. En suma hemos probado que la m�etria de Shwarzshild predie

naturalmente la existenia de agujeros negros onebida iniialmente por John Mithell

en el siglo XVIII.

Cabe haer notar que la aparente singularidad que aparee en la m�etria de Shwarzs-

hild en r = r
S

es una singularidad removible pues se debe �uniamente a la elei�on de

oordenadas que se ha tomado. Sin embargo, la singularidad en r = 0 es una singularidad

real y no hay forma de removerla mediante un ambio de oordenadas. Esto fue demos-

trado por Roger Penrose de la Universidad de Cambridge en 1965, que de manera general

muestra que todo objeto que se olapsa m�as all�a del radio de Shwarzshild debe generar

una singularidad.
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§53. Enerǵıa de amarre en órbitas circulares

La onservai�on de la energ��a para una part��ula de prueba que se mueve en un espaio{

tiempo determinado por la m�etria de Shwarzshild est�a dada por la euai�on (50.8). En

el aso de una �orbita irular _r = 0 y as��

E
tot

=
1

2
mα(r _ϕ)2 −

GMm

r
. (53.1)

Esta relai�on es muy pareida a la que se obtiene en me�ania Newtoniana, exepto por el

fator multipliativo α en la energ��a in�etia. En me�ania no{relativista sabemos que, para

el aso de �orbitas irulares amarradas al objeto entral que produe el ampo gravitaional,

la energ��a in�etia total de la part��ula T es la mitad de la energ��a potenial |U|. �

Este

resultado se le onoe omo el teorema virial (f. sei�on §27)

T =
1

2
|U|. (53.2)

Para entender su signi�ado, imaginemos una part��ula libre que se deja en el in�nito.

De esta manera, la energ��a in�etia de la misma es el valor absoluto de su energ��a potenial

gravitaional (piensa en la de�nii�on de la veloidad de esape). Si esta part��ula de prueba

va a ser amarrada a una trayetoria irular alrededor del objeto entral gravitaional,

entones debe perder la mitad de su energ��a potenial de alguna manera (por ejemplo por

enfriamiento radiativo). De lo ontrario no puede amarrarse a una �orbita irular. En la

sei�on §37 vimos omo esto se lleva a abo en disos de arei�on.

De la misma manera podemos identi�ar al lado dereho de la euai�on (53.1) omo la

energ��a de amarre en el aso de gravitai�on relativista. Utilizando la euai�on (51.2) para

el aso en que du/dϕ = 0 entones

h2 =
(GM/r)

1− 3GM/c2r
. (53.3)

Sustituyendo la euai�on (53.3) en la igualdad (53.1) se obtiene que

Etot = −
GMm

2r

{
1− 2r

S

/r

1− 3r
S

/2r

}
, (53.4)

que es la versi�on relativista del teorema del virial . Evidentemente uando la veloidad de
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la luz tiende a in�nito, se obtiene la versi�on Newtoniana del teorema del virial. Ahora bien,

supongamos nuevamente que soltamos materia desde in�nito haia el entro del ampo

gravitaional. Es obvio que solamente una antidad �nita de energ��a se genera uando se

amarra a una part��ula en una �orbita irular.

Tarea 20

Muestra que el m�aximo de la energ��a de amarre en la euai�on (53.3) ourre uando r = 3r
S

(el radio de la �ultima �orbita estable) y que adem�as la energ��a de amarre a este radio est�a

dada por E
tot

= −mc
2/18

Este resultado es sumamente importante porque para alanzar la �ultima �orbita estable

es neesario que la part��ula de prueba pierda 1/18 = 5.5% de su masa en reposo. En

otras palabras es posible, mediante el amarre de una part��ula a su �ultima �orbita, liberar

5.5% de su energ��a en reposo. Esto es muho mayor a lo que se puede liberar por medio

de reaiones nuleares. Por ejemplo, si se ombinan uatro n�uleos de hidr�ogeno en una

reai�on nulear se libera solamente 0.7% de la energ��a en reposo de la materia, un orden

de magnitud menor al que se obtiene mediante el amarre de masas a la m��nima �orbita

irular estable (f. euai�on (28.6)).

Este resultado es esenial para alular de manera ualitativa las dimensiones de un

objeto que emite radiai�on. Si observamos variaiones de emisi�on de intensidad (digamos

por un fator de dos) en una esala de tiempo τ entones la ausalidad implia que la

regi�on debe ser menor a r = cτ. La �ultima �orbita estable nos die esenialmente el valor

m��nimo que debe tener el objeto para emitir radiai�on. En las apliaiones astrof��sias de

agujeros negros hablaremos m�as on respeto a estos an�alisis.

§54. Deflexión de la luz por objetos gravitacionales

Una onseuenia inmediata del prinipio de equivalenia es que los rayos de luz sufren

deexiones en la presenia de ampos gravitaionales (f. sei�on §42). Los rayos de luz

se mueven a lo largo de geod�esias nulas ds = 0. Esto trae omo onseuenia el heho

de que el momento angular espe���o h y la energ��a k de�nidos en las euaiones (50.5)

y la relai�on (50.4) respetivamente divergan uando ds tiende a ero. De esta manera,
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podemos enontrar la euai�on que desribe la trayetoria de fotones en la m�etria de

Shwarzshild poniendo el valor h−1 = 0 en la euai�on (51.2) para obtener

d

2u

dϕ2
+ u =

3GM

c2
u2. (54.1)

En el aso en que los fotones se propaguen en �orbita irular alrededor de un agujero

negro entones el primer t�ermino del lado izquierdo en la euai�on (54.1) es ero y as��

r =
3GM

c2
. (54.2)

Tarea 21

La solui�on de la euai�on (54.1) puede haerse de la siguiente manera para el aso en que

u = 1/r es una antidad de primer orden. Consideremos primero la euai�on homog�enea,

es deir, la euai�on on el lado dereho igual a ero.

(i) Muestra que una solui�on satisfatoria de esta euai�on es u0 = sinϕ/R, donde R es

la distania de m�aximo aeramiento al objeto entral y ϕ es el �angulo azimutal.

Evidentemente esta solui�on orresponde a una trayetoria reta, lo ual se espera en el

aso de la ausenia de un ampo gravitaional uando el t�ermino del lado dereho de la

euai�on (54.1) es ero.

(ii) Para enontrar la solui�on de la euai�on (54.1) al siguiente orden de aproximai�on

onsidera u = u0 + u1 donde u1 es una antidad del primer orden. Muestra que la

euai�on (54.1) es entones

d

2u1

dϕ2
+ u1 =

3GM

c2R2
sin

2 ϕ.

(iii) Enuentra que la solui�on de la euai�on (54.1) est�a dada por

u = u0 + u1 =
sinϕ

R
+

3GM

2c2R2

(

1+
1

3
os 2ϕ

)

(iv) Como u = 1/r ≪ 1 entones se espera que ϕ ≪ 1. Muestra entones que on esta

aproximai�on el valor de ϕ = ϕ∞ est�a dado por ϕ∞ = −2GM/Rc2.
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Dada la simetr��a del problema la deexi�on total de un rayo de luz al pasar era de un

objeto gravitaional es dos vees el valor absoluto de ϕ∞ (una deexi�on por la parte de

atr�as del objeto y otra por enfrente). De esta manera, la deexi�on total ∆ϕ est�a dada por

∆ϕ =
4GM

Rc2
(54.3)

Para los rayos de luz que pasan rosando el limbo del sol el valor de ∆ϕ = 1.75 arse.

Esta predii�on llevo a Eddington y Crommelin de la Universidad de Cambridge en 1919

a veri�ar el resultado midiendo on preisi�on la deexi�on angular de estrellas que se

enuentran era del limbo solar en un elipse. Dos expediiones, una en la osta Oeste de

�

Afria y otra en el norte de Brasil mostraron que el resultado fue de 1.98 ± 0.012 arse

y la otra 1.61± 0.3 arse. Estas observaiones fueron ompliadas de realizar y siempre

hubo ontroversia sobre estos resultados. Fue hasta 1970 uando radio{interfer�ometros en

diversas partes del mundo mostraron la veraidad del resultado.

La onseuenia inmediata de estos resultados son los denominados lentes gravita-

ionales . Imagina que justo detr�as de una galaxia distante un uasar emite radiai�on. Lo

que se espera es observar una imagen irular (un anillo) alrededor de la galaxia deeto-

ra. Estos anillos de Einstein han sido observados en diversas oasiones y un ejemplo de

estas observaiones se muestra en la Figura VII.3. Evidentemente, si el alineamiento no es

perfeto, se espera ver una ampli�ai�on de la imagen del objeto lejano.

§55. Experimentos en gravitación relativista

La gran mayor��a de experimentos para veri�ar la validez de la relatividad general est�an

basados en las propiedades de la m�etria de Shwarzshild. Existen uatro experimentos

que por tradii�on veri�an la teor��a de la relatividad.

El primero es on respeto al ambio rojo gravitaional que presenta una onda ele-

tromagn�etia uando se mueve a lo largo de un ampo gravitaional. La manera de haer

este experimento de manera tradiional es on ayuda del efeto M�ossbauer. Estos expe-

rimentos fueron hehos por Pound, Rebka y Snider en los 1960's y mostraron la validez

del orrimiento al rojo de fotones subiendo y bajando en una torre de 22.5m de altura
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Figura VII.3: Diversos lentes gravitaionales en astrof��sia. La imagen muestra im�agenes

�optias tomadas por el Telesopio espaial Hubble (HST). Los aros que se muestran en

ada panel son lentes gravitaionales produidos por �umulos de galaxias. El mas notorio

de todos es el �ultimo panel que muestra el �umulo Abel 2218. T�enias de an�alisis de lentes

gravitaionales para sondear el universo profundo en osmolog��a son de gran utilidad hoy

en d��a. La imagen es Copyright de la NASA y fue obtenida de http://hubblesite.org.

de la Universidad de Harvard. Debido al efeto M�ossbauer los efetos de amortiguamiento

de los fotones de rayos{γ son ero ya que el momento es absorbido por toda la super�ie
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at�omia. Sin embargo, la resonania de rayos{γ es notable, de tal forma que son los efetos

Doppler son los que ausan la absori�on de esta resonania.

El segundo experimento, que fue el gran triunfo de la teor��a general de la relatividad

en su �epoa fue la expliai�on de la preesi�on del perihelio de merurio, disutido en la

sei�on §51.

La terer prueba onsiste en la medii�on de la deexi�on de los rayos de luz provenientes

de estrellas lejanas que pasan junto al sol, disutidos en la sei�on §54. Hoy en d��a existen

experimentos mas preisos que demuestran la veraidad de este fen�omeno de deexi�on de

rayos de luz. Estos experimentos se llevan aabo mediante el uso de un arreglo de radiote-

lesopios en distintos pa��ses que forman el llamado \Very Long Baseline Interferometry"

(VLBA). Con este arreglo de experimentos es posible monitorear on una preisi�on exe-

lente (inluso menores a milisegundos de aro) la separai�on angular entre radio fuentes

ompatas uando est�an era del sol.

La uarta prueba tradiional resulta ser la m�as importante de todas y es muy pareida

al experimento que muestra la urvatura que presentan los rayos de luz al pasar era del

sol. B�asiamente lo que se observa es la dilai�on del tiempo que se presenta uando una

onda eletromagn�etia se propaga a trav�es de un ampo gravitaional variable. En 1964

Irwin Shapiro se dio uenta que los rayos de luz que pasaban era del sol ausaban una

dilai�on del tiempo que puede ser medida mediante ronometraje preiso de se~nales de radio

enviadas desde la tierra y reejadas por planetas o veh��ulos espaiales uando estos mismos

est�an a punto de ser oultados por el sol. Debido al �exito de estos experimentos, sondas

espaiales futuras llevaron onsigo \repetidores". Los m�as famosos fueron los llevados a

Marte por las sondas Vikingo. Graias a estas sondas, se obtuvieron resultados m�as preisos.

Existen muhos m�as experimentos que on�rman maravillosamente el genio de Einstein

al rear su teor��a relativista de la gravitai�on. Sin embargo el experimento m�as grandio-

so y espetaular de todos es sin lugar a duda el que se obtiene al observar las ondas

eletromagn�etias en radio provenientes de algunos pulsares.

Como vimos en el apitulo V, es posible mostrar que los pulsares son los relojes m�as

preisos sobre esalas de tiempo grandes que onoemos en el universo. La manera de

mostrar esto es omparando las variaiones de tiempo de rotai�on de dos pulsares ontra

un reloj at�omio en la tierra. Los pulsares son un regalo de la naturaleza para los astrof��sios

ya que son relojes movi�endose en un ampo gravitaional. Justo lo neesario para veri�ar
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la teor��a general de la relatividad.

Existen varios sistemas binarios de pulsares. El primero en onoerse fue el sistema

PSR 1913+16. Este sistema binario tiene un periodo de 7.75 hrs on una exentriidad

notable de ǫ = 0.617. Con este regalo para los astrof��sios relativistas pueden haerse

diversas omparaiones entre las observaiones y las prediiones de la teor��a relativista.

Por ejemplo, es posible enontrar el valor del oiente de las dos masas de ambas estrellas.

Sin embargo, la predii�on m�as fuerte de todas on respeto a este sistema binario tiene que

ver on el deaimiento de la energ��a rotaional del sistema debido a la emisi�on de ondas

gravitaionales

†
. La raz�on de ambio de la freuenia angular del sistema on respeto al

tiempo es proporional a la quinta potenia de la freuenia angular. El deaimiento de

este sistema ha sido observado por tres d�eadas y est�a justamente dado por el valor antes

menionado. Un triunfo m�as de la teor��a relativista de la gravitai�on. Este resultado es muy

importante e implia que ualquier otra teor��a de la gravitai�on debe ser eliminada pues

la teor��a relativista de la gravitai�on predie una emisi�on uadrupolar. As�� pues, debemos

estar muy seguros que la teor��a general de la relatividad es sin duda la teor��a que desribe

los fen�omenos gravitaionales de manera on�able

‡
.

Otro experimento que puede haerse on un sistema binario de pulsares es investigar la

variai�on de la onstante gravitaional G on respeto al tiempo �osmio. Resulta que puede

mostrarse que si existe alguna variai�on temporal

_G/G esta debe ser menor a 10

−11
a~no

−1
.

Esto signi�a que si G ha tenido una variai�on en el tiempo, entones esta misma es

signi�ante para tiempos osmol�ogios, i.e. del orden de 10

11

a~nos.

Hasta ahora hemos trabajado on agujeros negros que �uniamente toman en onsidera-

†
De la misma manera que en el aso de ampos eletromagn�etios, las masas al ser aeleradas produen

radiai�on. Esta radiai�on es de forma uadrupolar (a diferenia de la radiai�on bipolar para el aso de argas

eletromagn�etias) y produe ondas gravitaionales (a diferenia de las ondas eletromagn�etias para el aso

de eletromagnetismo). Estas ondas gravitaionales son deformaiones en la estrutura del espaio{tiempo

que se transmiten a la veloidad de la luz.

‡
Nota que todos los experimentos hasta ahora menionados son llevados aabo en objetos uyas esalas

no rebasan a la del sistema solar. Como veremos en el ap��tulo de osmolog��a, las observaiones de lentes

gravitaionales requieren de materia no{bari�onia (la materia osura) para poder ser interpretados orre-

tamente. Formalmente, la teor��a de la relatividad gravitaional no ha sido veri�ada a esalas osmol�ogias.

De heho, uno de los parhes (o exelente predii�on {solo el tiempo dir�a quien tiene la raz�on) mas grandes

que tiene el modelo est�andard de osmolog��a es la introdui�on de materia osura y energ��a osura para

predeir orretamente la din�amia del universo. Hoy en d��a, diversos grupos alrededor del planeta est�an

trabajando por entender la posibilidad de que estas observaiones impliquen una modi�ai�on natural a la

Teor��a General de la Relatividad a esalas osmol�ogias.
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i�on la masa M omo una de sus propiedades. Sin embargo, la gran mayor��a de los objetos

en el universo tienen rotai�on: las estrellas, las galaxias, et. De heho, si un agujero negro

fue produido graias al olapso de una estrella uno espera que el momento angular de

la estrella quede heredado al agujero negro mismo. Evidentemente estos agujeros negros

on momento angular son los m�as apropiados en el estudio de la astrof��sia. Adem�as de

momento angular, un agujero negro puede tener tambi�en una arga el�etria asoiada al

mismo y una arga magn�etia (si est�a �ultima existe). De esta manera los agujeros negros

en su forma m�as general resultan ser desritos por uatro par�ametros, la masa, el momento

angular y las argas el�etria y magn�etia. Por esta raz�on los agujeros negros resultan ser

los objetos maros�opios m�as simples del universo.

§56. Agujeros negros en general

Fue en 1916 uando una nueva solui�on on simetr��a radial a las euaiones de Einstein

fue enontrada por Reissner-Nordstrom. Esta es la solui�on para el aso de una masa

puntual M on arga Q. En 1962 el matem�atio Kerr enontr�o la solui�on m�as general

para un agujero negro on momento angular J. Se puede mostrar que los agujeros negros

aislados deben poseer �uniamente estos tres n�umeros para su desripi�on. Cualquier otra

propiedad del sistema iniial que dio lugar al agujero negro es radiada haia el exterior

durante el proeso de formai�on del agujero. Por esta raz�on, estos objetos resultan ser

los objetos maros�opios m�as simples del universo. A este resultado se onoe omo el

teorema de no pelos para agujeros negros.

Los agujeros negros m�as importantes para los astrof��sios son los agujeros de Kerr.

Estos mismos est�an desritos por la m�etria de Kerr que puede esribirse de la siguiente

manera utilizando las oordenadas de Boyer{Lindquist

ds2 =
(∆ − a2

sin

2 θ)

Σ
c
2
dt2 − 2a sin2 θ

r2 + a2 −∆

Σ
dtdϕ−

−
(r2 + a2) − ∆a2

sin

2 θ

Σ
sin

2 θdϕ2 −
Σ

∆
dr2 − Σdθ2,

(56.1)
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en donde

Σ = r2 + a2
os

2 θ, (56.2)

∆ = r2 + a2 − 2GMr/c2. (56.3)

Aqu�� hemos esrito a = J/Mc que representa el momento angular del agujero por unidad

de masa por unidad de veloidad, es deir, tiene dimensiones de distania. J es el momento

angular del agujero y M su masa. Cuando el agujero no est�a en rotai�on, es deir, uando

a = 0, la m�etria de Kerr onverge a la m�etria de Shwarzshild. Haiendo el ambio

ϕ → −ϕ se llega a la misma euai�on si a → −a. De tal manera que se puede esoger a

no negativa sin perdida de generalidad.

La primer onseuenia evidente de la m�etria de Kerr es que los oe�ientes de la

misma no dependen expl��itamente de el tiempo t ni de la oordenada angular ϕ. De esta

manera, la m�etria resulta estaionaria y axisim�etria.

Tal y omo suede on la m�etria de Shwarzshild, la m�etria de Kerr tiene una

singularidad en la omponente radial uando ∆ = 0. Este radio orresponde a la super�ie

de orrimiento al rojo in�nito u horizonte del agujero. El radio al que esto ourre est�a

dado por las soluiones ∆ = 0. De esta manera, es �util esribir

∆ = (r − r+)(r − r−), (56.4)

donde

r± =
Ä
GM/c2

ä
±

√

(GM/c2)
2
− a2. (56.5)

Puede mostrarse que justamente la super�ie formada por la euai�on (56.5) para el signo

positivo, el horizonte, juega el mismo papel que lo que hae el radio de Shwarzshild

para la m�etria de Shwarzshild en el aso de agujeros sin rotai�on. Todo aquello que ae

dentro de este horizonte no puede esapar del mismo.

La euai�on (56.5) impone un l��mite sobre el momento angular m�aximo que un agujero

negro puede tener. El valor de este momento angular m�aximo es laramente J = GM2/c.
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Objetos on un momento angular m�as grande que este valor no pueden olapsarse a formar

un agujero negro. Este resultado es sumamente importante porque para un agujero negro

on momento angular m�aximo {un agujero negro on m�axima rotai�on{ resulta que

r+ = GM/c2, que es justamente la mitad de el radio de Shwarzshild.

Existe un efeto importante para los agujeros negros on rotai�on. Este efeto orres-

ponde al arrastramiento de sistemas ineriales de referenia. Justamente la rotai�on

del agujero hae que entre m�as era se enuentre un objeto del agujero, el arrastre de

los sistemas de referenia sea m�as y m�as pronuniado hasta que nada pueda resistir este

arrastre en direi�on a la direi�on de rotai�on del agujero. En otras palabras, un giroso-

pio loalizado lo su�ientemente era al agujero debe preesar. Existe un l��mite sobre el

ual el arrastre es tan severo que nada puede resistirlo de tal forma que ning�un observador

puede mantenerse en reposo on respeto a las estrellas lejanas. Esta super�ie est�a m�as

lejos del horizonte y se denomina l��mite est�atio y est�a dado por

r
est

= (GM/c2) +
»
(GM/c2)2 − a2

os

2 θ (56.6)

Puede tambi�en mostrarse que a pesar de que las regiones lejanas al agujero negro on

rotai�on son omo{tiempo, existen regiones fuera del horizonte que son omo{espaio. La

super�ie que limita a esta regi�on se denomina ergoesfera y la regi�on entre el horizonte

y esta �ultima se denomina ergoregi�on. Resulta que la ergoesfera oinide on la super�ie

que da el l��mite est�atio. Lo importante de esto es que la ergoesfera oinide on el hori-

zonte �uniamente para valores de θ = 0, π orrespondientes a los polos del agujero (f.

Figura VII.4).

La ergoregi�on es sumamente importante en astrof��sia. Para ver esto, onsideremos

una part��ula proveniente de in�nito donde su energ��a E = p0
c (f. euai�on (14.5)) que

se mueve sobre una geod�esia en el espaio{tiempo y penetra a la ergoregi�on. Ah�� dentro,

sufre un deaimiento en dos part��ulas. La primera de ellas entra al agujero negro a trav�es

del horizonte y la segunda de ellas esapa a in�nito. La onservai�on de la energ��a nos die

la energ��a de la part��ula que esap�o a in�nito est�a dada por E
es

= E−E
ae

. Normalmente

E
ae

> 0 de tal manera que E
es

< E. Sin embargo, dentro de la ergoesfera, omo el espaio

es omo{espaio, entones abe la posibilidad que E
ae

< 0 de tal forma que E
es

> E. Este

es el famoso proeso de extrai�on de Penrose mediante el ual existe la posibilidad de
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Ergoesfera

Ergoregion
Ergoregion

Horizonte

Eje de rotación

Figura VII.4: La �gura muestra el horizonte de un agujero negro que rota alrededor del

eje vertial. El horizonte est�a dado por la euai�on (56.5) on signo positivo. La ergoesfera

es aquella regi�on que ontiene eventos que pueden ser omo{espaio. Ambas regiones

oiniden en los polos del horizonte.

extraer energ��a del �unio lugar disponible <el agujero negro!

Puede mostrarse que la frai�on de la masa en reposo del agujero negro que puede

haerse disponible al universo externo mediante el proeso de Penrose est�a dada por 1 −

(1/
√
2){1 + [1 − (J/J

max

)2]1/2}1/4. Para un agujero negro de m�axima rotai�on este valor

resulta ser de ∼ 30%.

El heho de que el radio del horizonte sea m�as peque~no en el aso de agujeros negros on

rotai�on tiene onseuenias importantes. Por ejemplo, para el aso de agujeros on rotai�on

m�axima es posible que part��ulas puedan enontrarse en �orbitas irulares m�as eranas al

radio dado para el aso de agujeros negros sin rotai�on, que es de 3r
S

(f. Tarea 18). Resulta

que para el aso de agujeros negros en rotai�on el resultado depende fuertemente de si la

part��ula �orbita en direi�on a la de giro del agujero negro (orrotai�on) o en direi�on

opuesta (ontra{orrotai�on). Los asos de m�as inter�es sueden para agujeros negros on

rotai�on m�axima. En este aso la �ultima �orbita irular estable se enuentra a r = r+ =
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GM/c2 en el aso de orrotai�on y r = 9r+ para part��ulas en ontra-orrotai�on. De esta

forma, las energ��as m�aximas de amarre pueden estimarse. Para el aso de orrotai�on estas

energ��as est�an dadas por una frai�on de 1 − 1/
√
3 de la masa en reposo de la part��ula

en �orbita irular y por 1−
»
25/27 para las ontra-orrotaionales. As�� pues en el aso de

ontra-orrotai�on, es posible extraer un 43% de la masa en reposo del material que ae

rotat�oriamente haia el agujero negro.

�

Este es justamente el proeso mediante el ual se

libera energ��a a trav�es de la arei�on de materia en agujeros negros y es muy probable que

est�a misma sea la fuente de energ��a de varios de los objetos m�as energ�etios en el universo.

Esta energ��a es muho m�as grande que la obtenida on la fusi�on nulear que en el mejor de

los asos alanza a liberar ∼ 1% de la masa en reposo (f. euai�on (28.6)). Adem�as esta

energ��a es 10 vees m�as grande que la que se puede liberar en la arei�on para agujeros

negros sin rotai�on.

§57. Leyes de la termodinámica para agujeros negros

El horizonte de eventos es aquella regi�on del espaio que divide el interior (el agujero

negro propiamente) y el exterior de un agujero negro. Formalmente se die que un agujero

negro es el onjunto de eventos que impiden el esape a in�nito de ualquier part��ula o

fot�on. De esta manera, el horizonte est�a formado por todas las posibles trayetorias de la luz

que son apenas apaes de no aer en el agujero enontr�andose estanadas de esta manera

alrededor del mismo por siempre. Es laro que estos rayos de luz en el horizonte no pueden

aerarse los unos a los otros, pues esto oasionar��a una eventual intersei�on de los mismos.

Esto impliar��a que eventualmente los rayos de luz ser��an tragados por el agujero negro, lo

ual es una ontradii�on. As�� pues, en el horizonte de eventos los rayos de luz �uniamente

pueden separase unos de otros o permaneer paralelos. En otras palabras, el �area A de el

agujero no puede disminuir, i.e. dA ≥ 0. Esta ley de inremento del �area de un agujero

negro fue formulada por Hawking de la Universidad de Cambridge en la d�eada de los

1970's. La manera de inrementar esta �area es uando materia y radiai�on aen al agujero

o bien por el amalgamiento de dos agujeros despu�es de su olisi�on. El heho de que el �area

de los agujeros negros nuna deree es similar al heho de que la entrop��a de un sistema

en termodin�amia nuna deree: la segunda ley de la termodin�amia . Reordemos que

esta ley es solamente probabil��stia y es v�alida �uniamente en la gran mayor��a de asos.
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Por ejemplo, la probabilidad de enontrar todas las part��ulas de aire en tu reamara en

una esquina de la misma a un determinado instante es asi ero, pero no ero. Sin embargo

omo es sumamente poo probable, onsideramos este heho omo f��siamente imposible.

Un agujero negro podr��a quiz�as violar la segunda ley de la termodin�amia (dA ≥ 0) de

una manera m�as evidente. Al arrojar una aja on gas bastante desordenado (i.e. on alta

entrop��a) a un agujero, la entrop��a de la materia fuera del agujero disminuye. Sin embargo

si onsideramos a la entrop��a omo la entrop��a dentro y fuera del horizonte de eventos,

evidentemente no hay ontradii�on on la segunda ley de la termodin�amia. Pero no

existe forma para ver dentro del agujero, as�� que observadores externos no podr��an medir

uanta entrop��a hay dentro del agujero. >C�omo medir la entrop��a de un agujero negro

entones?

Bekenstein, quien por ierto nai�o en la Ciudad de M�exio, uando era un estudiante

de la Universidad de Prineton dio la respuesta a tal pregunta en la d�eada de los 1970's.

Bekenstein mostr�o que midiendo el �area de un agujero negro resultaba en una medida de

su entrop��a. De esta manera, uando la materia era suionada al agujero, la suma de la

entrop��a externa on el �area del horizonte de eventos nuna dereer��a.

El heho de que un agujero negro posea entrop��a signi�a que debe existir una tempe-

ratura relaionada on el mismo. Esta temperatura, la llamada temperatura de Hawking

o mas orretamente temperatura de Hawking{Zeldovih est�a dada por

T =
�hc3

8πGMκ
B

≈ 10−7M⊙

M
K, (57.1)

donde �h es la onstante de Plank y κ
B

es la onstante de Kelvin.

Este resultado es totalmente ontraditorio a todo lo que uno puede esperar de un

agujero negro. Dentro del horizonte de eventos de un agujero negro nada esapa, ni siquiera

la radiai�on eletromagn�etia. Este exelente an�alisis realizado orretamente por Hawking

mostr�o sin embargo que al onsiderar proesos de eletrodin�amia u�antia en el estudio

de los agujeros negros, un espetro de radiai�on t�ermia dado por la euai�on (57.1) deb��a

ser observado.

La teor��a u�antia explia de manera exelente omo es posible llevar a abo esta

emisi�on de radiai�on. Resulta que fotones virtuales son reados del va��o en todas partes

del universo. Uno de estos tantos lugares es por ejemplo junto al horizonte de un agujero
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negro. En algunos asos, justamente antes de que estos mismos se aniquilen, uno de ellos

es atra��do haia el agujero (debido a la fuerte atrai�on gravitaional), mientras que el

otro es apaz de esapar haia in�nito. De esta manera la aniquilai�on de estos fotones

virtuales no puede llevarse aabo y as�� se produe un espetro t�ermio determinado por la

euai�on (57.1).

De manera m�as general, no solamente son fotones los que son apaes de ser emitidos

por el agujero. Tambi�en part��ulas diversas pueden haerlo. Basta on formar un par virtual

en el ual, una part��ula on energ��a negativa es devorada por el agujero negro. De esta

manera su ompa~nera, on energ��a positiva es apaz de ser lanzada al exterior en forma de

radiai�on.

De la euai�on (57.1) se sigue que la evaporai�on de agujeros negros debida a la radiai�on

de Hawking es bastante insigni�ante para agujeros on masas omparables a las del sol. Sin

embargo, si agujeros negros de masa bastante baja fueron formados en el universo graias

al olapso de las peque~nas irregularidades del gas primordial en el universo, entones todos

los agujeros on masas menores a 10

12

kg estar��an evapor�andose en la �epoa presente.

Sustituyendo este valor en la euai�on (57.1) se sigue que T ∼ 10

11

K, de tal manera que la

emisi�on esperada deber��a ser un pulso de rayos{γ. Estos agujeros realmente no deber��an

ser llamados negros. <Son blanos, alientes y emiten energ��as impresionantes! Hasta el

presente no ha sido posible observar estos agujeros negros primordiales , pero la luha no

se ha dado por terminada.

Algunas de las propiedades f��sias de los agujeros negros disutidas en esta sei�on

y otras m�as tienen sus apliaiones m�as importante en los objetos m�as energ�etios que

existen en el universo: los N�uleos Ativos de Galaxias (NAG).

§58. Núcleos activos de galaxias

A prinipios del siglo XX las observaiones de la galaxia el��ptia M87 (tambi�en ono-

ida omo NGC 4486, 3C 274 o Virgo A) hehas por Herber Curtis revelaron seg�un sus

palabras \un urioso jet retil��neo. . . aparentemente onetado on el n�uleo por una l��nea

de material." Estas observaiones �optias no fueron seguidas despu�es por Curtis y no fue

sino hasta el desarrollo de la radioastronom��a en la d�eada de los 1960's uando el tema

de jets emanando del n�uleo de iertas galaxias se onvirti�o en un tema de muho inter�es

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio
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en la astrof��sia. La galaxia M87 mostrada en la Figura I.4 muestra omo se ve hoy en d��a

el jet �optio que por primera vez desribi�o Curtis.

Inmediatamente despu�es de la segunda guerra mundial, ient���os que estuvieron in-

volurados en el desarrollo de radares en la misma omenzaron a analizar la naturaleza de

la radiai�on �osmia en freuenias de radio. Hey y sus olegas en el Grupo de Operaio-

nes de la Armada del Reino Unido desubrieron la primera fuente disreta de radio en la

onstelai�on de Cygnus. Esta fuente se llama hoy en d��a Cygnus A (f. Figura VII.5) y

sigue siendo la radio galaxia m�as brillante en el ielo. De heho es la radio galaxia por

exelenia.

Figura VII.5: Imagen de alta resolui�on de la radio galaxia por exelenia, Cygnus A

(3C 405) a 5GHz. Dos jets sim�etrios de part��ulas alientes y de movimiento r�apido son

generados en las regiones entrales de la galaxia que lo ontiene. Los jets se expanden

e interaionan on el medio intergal�atio formando los radio l�obulos que se extienden

por deenas de kiloparses en las extremidades de la radio galaxia. Esta fuente se extiende

alrededor de 150 kp de un lado a otro. Cuando la galaxia es observada en freuenias

�optias, su tama~no es menor a un d�eimo de la longitud observada en radio. La imagen

fue obtenida on ayuda del Very Large Array (VLA) por John Conway y Philip Blano y

se enuentra en http://mamacass.ucsd.edu:8080/people/pblanco/cyga.html.

Para la d�eada de los 1960's, los astr�onomos omenzaron a onvenerse que hab��a se~nales

de atividad peuliar en los entros de varias galaxias. Estas galaxias ten��an onentraiones
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intensas de luz azul, bastante distinta de la radiai�on arater��stia reibida de agregados

de estrellas y gas, que son las fuentes normales de radiai�on en una galaxia. El espetro de

esta nueva fuente de radiai�on pose��a exeso de radiai�on azul y ultravioleta para provenir

inluso de las m�as alientes y masivas estrellas. En algunos asos se enontr�o que inluso

las fuentes de radiai�on eran tan brillantes omo la galaxia misma y que variaban on

el tiempo. Las galaxias que onten��an estas fuentes entrales fueron llamadas N�uleos

Ativos de Galaxias (NAG). Las observaiones hehas en radio freuenias mostraron que

algunas lases de estas radio galaxias onten��an horros o jets angostos de gas r�apido. Muy

probablemente todas las galaxias poseen una forma de atividad en su n�uleo asoiado on

un agujero negro supermasivo. Las luminosidades de estos n�uleos pueden variar entre

10

36

W hasta 10

40

W, es deir, en oasiones hasta 10

13

L⊙. Estas regiones entrales son tan

brillantes que resultan apaes en oasiones de opaar a la luz de las ∼ 1010 estrellas en la

galaxia entera. La radiai�on proveniente de estos n�uleos no proviene de estrellas normales

y en oasiones var��a en esalas de tiempo menores a d��as. De esta manera es posible poner

una ota superior al tama~no de la regi�on nulear que produe la radiai�on. En efeto,

a menos que movimientos relativistas sean involurados, un objeto no puede variar en

una esala de tiempo menor que el tiempo que tarda la luz en ruzar el sistema. De esta

manera, si la intensidad de un objeto var��a por un fator onsiderable (digamos de 2) en

una esala de tiempo menor a ∆t, el tama~no de este mismo debe ser menor a c∆t. As�� se

puede enontrar el tama~no de esta maquinaria entral . Cabe haer notar que la emisi�on

en �optio e infrarrojo no proviene toda de la maquinaria entral. Muy probablemente esta

ha sido absorbida primeramente por nubes de gas y polvo y reemitida por estas mismas.

La manera de lasi�ar los NAGs es un tema exesivamente onfuso y onfundible.

Esto es primeramente por las limitaiones observaionales que se presentan. Por ejemplo,

no es posible ubrir todo el espetro para todos los objetos, lo ual implia que sea dif��il

reoniliar una lasi�ai�on heha en las propiedades de la emisi�on en rayos{X y otro en

las propiedades �optias de distintos muestreos. Hist�oriamente existen otros problemas.

Por ejemplo, la frase uasar que proviene de la palabra asi{estelar es un ejemplo de la

manera de onfundir totalmente a estos objetos. De ualquier manera, la mejor forma de

intentar haer una lasi�ai�on y uni�ai�on del gran mundo de los NAGs es un gran reto

de la investigai�on moderna. Hoy en d��a esta investigai�on tiene omo �nalidad el suponer

a los proesos f��sios que se llevan a abo en diferentes NAGs omo simples y senillos, a
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pesar del ar�ater onfuso de las observaiones.

Los NAGs on luminosidad baja inluyen prinipalmente a las llamadas galaxias Sey-

fert y los m�as energ�etios se denominan uasares. Estos uasares son tan energ�etios que

pueden ser observados a distanias tan grandes que la luz proveniente de la galaxia proge-

nitora no puede ser vista. Algunos de estos NAGs son fuentes brillantes en radio.

Los uasares son importantes para la osmolog��a pues sirven omo sondas del universo a

grandes orrimientos al rojo. Algunos de ellos est�an a orrimientos al rojo tan grandes que

la l��nea Lyman{α de hidr�ogeno (a 121.6 nm) que normalmente se enuentra en el lejano UV

se observa desplazada en el lejano rojo del espetro visible (a 700 nm aproximadamente).

Varios de los detalles de los NAGs son desafortunadamente poo entendidos. La mayor��a

de los modelos atribuyen la energ��a proveniente de los NAGs a la arei�on de gas haia un

agujero negro de ∼ 10

8

M⊙.

La raz�on de que sea un agujero negro y no otra osa es debido a varias observaiones.

En primer lugar, la r�apida variabilidad de emisi�on en oasiones hasta de 1min en galaxias

Seyfert de baja potenia. Esto implia que la distania que puede reorrer la luz en este

intervalo de tiempo sea tan peque~na omo el radio de Shwarzshild para un agujero de

10

7

M⊙. En segundo lugar, los NAGs son e�ientes en onvertir la masa en reposo en

energ��a radiante. Para mostrar esto, lo que se hae es sumar la potenia o luminosidad

de todos los uasares observados en la tierra y se alula ual es la densidad de energ��a

radiante asoiada on la radiai�on emitida. Resulta que esta es ∼ 105 h−3M⊙c
2
por galaxia

brillante. Aqu�� h es la onstante de Hubble en unidades de 100 km s

−1
Mp

−1
. Todas las

observaiones muestran que la gran mayor��a de uasares est�an identi�ados on galaxias

brillantes. Ahora bien, estas masas nuleares muy probablemente han reido desde la

�epoa de m�axima atividad de uasares. De esta manera, alulando la masa entral en

las galaxias eranas, podemos poner un l��mite inferior a la e�ienia ǫ de�nida omo

el oiente entre la energ��a radiante de emisi�on entre la energ��a de la masa nulear. El

resultado que se obtiene de este an�alisis es ǫ & 0.01h−3
. Despreiando todos los errores

e inertidumbres hehas en estos �alulos, resulta inluso dif��il imaginar omo se puede

llevar a abo una onversi�on tan e�iente de masa en energ��a por proesos at�omios y

nuleares. La �unia fuente de energ��a a la mano es la energ��a gravitaional. La r�apida

variabilidad de la emisi�on implia que un �unio objeto est�a presente en la produi�on de

esta radiai�on. Resulta que los �unios objetos que pueden llevar a abo estos proesos
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son agujeros negros supermasivos o estrellas supermasivas, sin embargo puede mostrarse

que las estrellas supermasivas (i.e. M ∼ 10

100

M⊙)son inestables pues no pueden evadir

inestabilidades din�amias.

La formai�on de este agujero negro entral implia que este mismo reer�a subseuen-

temente mediante la arei�on de gas o mediante la arei�on de estrellas, planetas y dem�as

material que lo rodee. Si esto es ierto, uno esperar��a la formai�on de disos de arei�on

alrededor de estos agujeros, sobre todo porque para produir energ��a omo lo hae un

uasar hay que tener una muy e�iente forma de onvertir masa en energ��a. Cuando lineas

espetrales son emitidas por la super�ie de un diso de gas en rotai�on, una omponente

de las mismas estar�a argada haia el rojo y la otra haia el azul debido al efeto Doppler.

En otras palabras, se espera que las lineas de emisi�on de algunos elementos tengan un pio

doble. Esto es justamente lo que se observa hoy en d��a on los observatorios de rayos-X en

el espaio exterior (f. Figura (VII.6)).

Otra de las razones a favor de agujeros negros es que la gran mayor��a de las radio fuentes

brillantes on espetro plano, i.e. el ujo F ∝ Iν on ν ≈ 0.6 e I la intensidad, es deir,

muestran expansiones superlum��nias (f. sei�on §9). Estas expansiones superlum��nias

ourren uando existe un uido relativista y veloidades relativistas se esperan si existen

fuertes ampos gravitaionales, omo los de un agujero negro.

Los radio ejes de los radio jets observados permaneen �jos por distanias inmensas, lo

ual implia que estos mismos han permaneido �jos en direi�on por tiempos mayores a

10 millones de a~nos en varias fuentes. Un girosopio ompato, omo un agujero de Kerr

es una manera natural de llevar a abo este resultado.

Por si lo anterior fuera poo, resulta que los estudios espetros�opios de la mayor��a de

los n�uleos gal�atios poseen d�ebiles lineas de emisi�on anhas. Esto sugiere que la mayor��a

de los n�uleos gal�atios tienen fuertes poteniales gravitaionales.

§59. Discos de acreción alrededor de agujeros negros

En la sei�on §37 disutimos muy brevemente omo funiona un diso{α de arei�on.

El mismo an�alisis no{relativista (que resulta ser muy pareido a la desripi�on relativista)

puede extenderse para agujeros negros. El problema es que para el aso de agujeros negros

no se tiene una super�ie s�olida (omo la super�ie de una estrella) en donde aabe el diso
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Figura VII.6: L��neas espetrales dobles produidas por el gas rotando sobre un diso

de arei�on alrededor de un agujero negro supermasivo en el entro de la galaxia M87.

La l��nea se ve doble debida al efeto Doppler. Esta imagen fue tomada on el telesopio

espaial Hubble y obtenida de http://hubblesite.org.

de arei�on y por lo tanto neesitamos una ondii�on de frontera adeuada que sustituya

a la euai�on (37.33). El �nal del diso de arei�on orresponde a la �ultima �orbita estable

que es 3r
S

para el aso de agujeros negros de Shwarzshild. Supongamos que la �ultima

�orbita estable se enuentra a la distania r1. La ondii�on Newtoniana para que la materia

aiga haia el agujero es que

1

2

L2

I
≤ 1

2
G
Mm

r1
, (59.1)

en donde L es el momento angular de la part��ula de prueba que orbita alrededor del agujero

on masa M, e I = mr21 es el momento de ineria alrededor del agujero en la �ultima �orbita

estable. El lado izquierdo de la euai�on (59.1) es la energ��a rotaional de la materia que
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es menor que la energ��a de amarre a la distania r1 {lado dereho de la euai�on (59.1). En

t�erminos del momento angular espe���o (momento angular por unidad de masa) J = L/m

la euai�on (59.1) es

J ≤
»
GMr1. (59.2)

En otras palabras, el momento angular on el ual la part��ula de gas llega a la �ultima

�orbita estable debe ser menor que la antidad

√
GMr1. Por omodidad, esribamos la taza

de momento angular

_L de la part��ula en la posii�on r1 omo

_L = β _m
»
GMr1 (59.3)

on β ≤ 1. La ondii�on (59.3) remplaza a la euai�on (37.33). De aqu�� se sigue que la

luminosidad L(r) produida por un anillo del diso ∆r est�a dada por (f. euai�on (37.38))

L(r) =
3G _mM⋆

2r2

{
1− β

Å
r1

r

ã1/2}
∆r. (59.4)

La luminosidad total del diso se obtiene integrando la euai�on (59.4) desde r1 hasta

in�nito

L =
3G _mM⋆

2

∫
∞

r1

{
1− β

Å
r1

r

ã1/2}
dr

r2
=

(

3

2
− β

)

G _mM

2r1
= ξ _mc

2, (59.5)

en donde

ξ :=
1

2

(

3

2
− β

)

r
S

r1
.

De la euai�on (57.1) se ve que uando β = 1 entones ξ ≈ 0.8 para disos de arei�on

alrededor de agujeros de Shwarzshild y ξ ≈ 0.5 para disos en orrotai�on on agujeros

negros de Kerr.

§60. Leyes de escala en agujeros negros

Es urioso que existan agujeros negros de varios tama~nos en la naturaleza. Sobre todo,

aquellos de baja masa omo las estrellas olapsadas y los de gran masa, omo los agujeros
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negros supermasivos en los entros de varias galaxias y que ambos objetos debido a la

arei�on que generan, produzan disos de arei�on y jets. Existen leyes de esalamiento

que nos permiten onluir que quiz�as la f��sia asoiada a los fen�omenos de la naturaleza

que ourren alrededor de los agujeros negros astrof��sios de estos diversos tama~nos son el

mismo juguete f��sio, pero reesalado.

Como vimos en la sei�on §35, la luminosidad de Eddington L
Edd

es la luminosidad

r��tia asoiada on arei�on esf�eria mediante la ual se ejere una presi�on de radiai�on

sobre un par eletr�on{prot�on (f. euai�on (35.1)). Cualquier fen�omeno que tenga una

durai�on de unos uantos tiempos din�amios (esto exluye a las supernovas por ejemplo)

debe tener una luminosidad L tal que L < L
edd

. Adem�as la luminosidad de arei�on est�a

dada por la euai�on (37.3) que para un diso de arei�on alrededor de un agujero negro

toma el valor de la euai�on (59.5).

Si suponemos por ejemplo que la luminosidad L ∝ M entones L/L
Edd

tiene el mis-

mo valor para ualquier agujero, independientemente de su masa. Esto implia que la

importania relativa de la gravedad y la presi�on de radiai�on es la misma para ualquier

agujero.

El tiempo que tarda una part��ula de prueba en dar una vuelta alrededor de la �ultima

�orbita estable alrededor de un agujero es aproximadamente 10−4(M/M⊙) seg. El valor

exato depende de si el agujero tiene o no rotai�on. Este valor de tiempo esala on M.

Si existe un diso de arei�on alrededor de un agujero negro, el �area de su super�ie es

proporional

†
a M2

. As��, la luminosidad por unidad de �area esala omo

_MM/M2 ∝ M−1
.

Debido a que la intensidad radiada por unidad de �area va omo T 4
, entones el espetro

arater��stio de tipo uerpo{negro var��a omo M−1/4
. De esta manera, para agujeros

negros supermasivos la radiai�on emitida se enuentra en el UV, uando para agujeros

negros estelares, la emisi�on es en rayos-X.

§61. Jets extragalácticos

Las veloidades de las part��ulas que aen haia un agujero negro por medio del proeso

de arei�on sobre un diso de arei�on son & c/2. Los ampos magn�etios en estas regiones

†
En efeto, utilizando los resultados de la sei�on §37 se obtiene que M ∝

∫R

r∗
Σda. Pero omo Σ ∝

1− (r∗/r)
1/2

y omo generalmente r∗ ≪ R, se obtiene de inmediato que M ∝ R2
.
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tan eranas a los agujeros negros son lo su�ientemente intensos (. 1T) omo para

aelerar a las part��ulas a veloidades ultrarelativistas. Estos ampos magn�etios y las

part��ulas que aeleran son los responsables de emisi�on en radio de los NAGs.

Una de las arater��stias m�as importantes de los NAGs es que freuentemente presen-

tan radiai�on no{t�ermia (es deir, radiai�on no tipo uerpo negro) produida por ampos

magn�etios y eletrones que emiten radiai�on sinrotr�onia . Esta energ��a y radiai�on se

analiza en horros o jets provenientes del entro de la maquinaria entral a veloidades

ultrarelativistas (<en algunos asos hasta de 0.999c!) por miles parses, pero en oasiones

llegan a medir unos uantos millones de parses. Estos jets son tan distintos y peuliares

en su exatitud que m�as o menos es omo si yo, desde mi o�ina en Ciudad Universitaria

tuviese una manguera lanzando gas de manera tan preisa que pudiese dirigir este jet a

lo largo de toda la atm�osfera terrestre hasta Australia. Estos objetos se denominan radio

fuertes y onstituyen m�as o menos el 10% de toda la poblai�on de NAGs.

Utilizando argumentos de energ��a m��nima que onsisten en ver la energ��a existente

en los l�obulos de las radio galaxias, puede alularse la energ��a m��nima que debe ser ana-

lizada sobre los radio jets para produir la radiai�on observada. Resulta que estas energ��as

m��nimas son del orden de 10

52

J. <Esto es inmenso! Corresponde a la energ��a en reposo de

∼ 105 estrellas.

La manera m�as senilla de entender omo se lleva a abo el ujo de los jets (sobre todo

su alto ��ndie de olimai�on) es mediante leyes de onservai�on.

Tarea 22

Consideremos un jet uyo ujo es no{relativista y su ��ndie politr�opio es de 5/3. Aproxi-

memos al mismo omo un ujo en una sola dimensi�on uya sei�on transversal de �area A

var��a a lo largo de su trayetoria. Si la taza de masa inyetada al jet por unidad de tiempo

t (i.e. la desarga) est�a representada por _M y la veloidad del jet es v , entones alulemos

la potenia L, es deir la antidad de energ��a por unidad de tiempo y la fuerza F en el

mismo.

(i) Utilizando las euaiones de onservai�on de masa, onservai�on de entrop��a y la

euai�on de Euler vistas en el ap��tulo IV para ujo no{relativista, alula el va-

lor de ∂(ρv 2/2 + ρǫ)/∂t. El t�ermino entre par�entesis es la energ��a total (in�etia e
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interna) por unidad de volumen de una part��ula de uido, sin onsiderar efetos

gravitaionales del mismo. Muestra que la raz�on de ambio de esta energ��a por uni-

dad de tiempo puede esribirse de forma onservativa onstituyendo la euai�on de

onservai�on de la energ��a

∂

∂t

{
1

2
ρv 2 + ρǫ

}
= − div

{
ρv

(

1

2
v

2 +ω

)

}
. (61.1)

Integrando esta euai�on sobre un volumen determinado y utilizando el teorema de

la divergenia en el lado izquierdo, as�� omo esribiendo a la entalp��a espe���a w

omo w = ǫ+P/ρ es evidente el signi�ado de esta euai�on. El ambio de la energ��a

por unidad de tiempo en el volumen tomado por la integrai�on es igual al ujo de

energ��a que pasa a trav�es de las fronteras del mismo volumen.

(ii) Utilizando el iniso anterior o de alguna otra manera, muestra que la derivada total

d/dt de la energ��a por unidad de volumen E = ρv 2/2+ ρω, bajo las suposiiones de

que dp/dt = 0, as�� omo ∂p/∂t = 0, puede esribirse omo

L :=
dE

dt
=

1

2

dρ

dt
v

2

{
1+

2

M

2(κ− 1)

}
(61.2)

donde M = v/c es el n�umero de Mah del material dentro del jet, c :=
»
(∂P/∂ρ)s

es la veloidad del sonido en el jet, κ es el ��ndie politr�opio del gas en el jet y

aqu�� se utiliz�o la famosa relai�on termodin�amia ω = c2/(κ− 1). El signi�ado de la

euai�on (61.2) es laro. El primer t�ermino del lado dereho de esta igualdad es la

energ��a in�etia transportada por el uido del jet. El segundo t�ermino es la energ��a

interna m�as el trabajo \pV ",

(iii) De la euai�on de Euler y ontinuidad muestra que

d(ρv )

dt
= v

dρ

dt
− grad P. (61.3)

Con esto muestra que para un gas politr�opio en una sola dimensi�on (la oordenada
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x) en el ual ∂ρ/∂t = 0 se sigue que

F :=
d

dt
(ρv) = v

dρ

dt

{
1−

1

κM 2

}
, (61.4)

donde v es la omponente de la veloidad en la direi�on x. El signi�ado de esta

euai�on es similar al de la euai�on (61.3). El primer t�ermino es el ujo de momento

y el segundo t�ermino est�a onstituido por las fuerzas de presi�on t�ermia.

(iv) Si el jet es adiab�atio y estaionario (∂/∂t = 0), entones utilizando la euai�on

de ontinuidad en su forma integral, muestra que la desarga, i.e. la antidad de

masa por unidad de tiempo que atraviesa una determinada �area transversal A del jet

satisfae la siguiente relai�on

_M = ρvA = onst. (61.5)

Ahora bien, supongamos que el gas del jet est�a en equilibrio de presiones on su medio

ambiente, de tal manera que la presi�on p disminuye a lo largo del jet (la presi�on del gas

en una galaxia disminuye a medida que la distania al entro de la misma se inrementa).

Suponiendo que el ��ndie politr�opio es κ = 5/3, es deir, el gas es monoat�omio entones

ρ ∝ A−1
v

−1 ∝ p3/5
.

(vi) Muestra on esto que el n�umero de Mah M ∝ p−4/5A−1
y que v ∝ p−3/5A−1

(vii) Construye una gr�a�a que desriba al �area omo funi�on de la presi�on y muestra

que pasa por un m��nimo justamente en donde el gas dentro del jet se onvierte en

trans�onio (pasa de subs�onio a supers�onio). De esta manera, para que el jet se

onvierta en supers�onio tiene que pasar por el ohete onvergente{divergente de

Laval. Este tipo de on�gurai�on es la que se tiene en las turbinas de los grandes

ohetes que viajan al espaio.

Puede mostrarse que en la parte subs�onia del ujo, la presi�on y la densidad son m�as

o menos onstantes. En la parte supers�onia la veloidad es m�as o menos onstante, de

aqu�� que on lo menionado arriba A ∝ v

−3/5
. Debido a que la densidad y la presi�on en la

gran mayor��a de las galaxias esala omo 1/r2, entones el �angulo que subtiende el jet on

el n�uleo es A1/2r−1 ∝ r−2/5
.
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Con esto hemos mostrado que para olimar un jet es neesario que su presi�on disminuya

on la distania, independientemente de la expansi�on que este mismo lleva en su sei�on

transversal de �area A.

Para haer un tratamiento relativista en el ujo del jet, onsideremos un plasma ultra-

relativista de tal forma que su euai�on de estado est�e dada por p = e/3 ∝ n4/3
, es deir

el ��ndie politr�opio κ = 4/3.

Tarea 23

(i) Utilizando el heho de que el vetor de ujo de energ��a (energ��a por unidad de �area

por unidad de tiempo) es cT 0α
, donde c es la veloidad de la luz y Tkm

es el tensor

de energ��a{momento, muestra que la luminosidad L puede esribirse omo

L = 4pγ2
vA, (61.6)

donde γ es el fator de Lorentz para la veloidad v .

(ii) Utilizando las omponentes espaiales del tensor de energ��a momento Tαβ (el tensor

de esfuerzos) muestra que la fuerza que produe el jet est�a dada por

F = TxxA =
{
4γ2

v

2/c2 + 1
}
pA (61.7)

(iii) De manera similar a la que mostramos la euai�on de ontinuidad en el aso relati-

vista, muestra que el n�umero de part��ulas por unidad e tiempo _n es onservado

_n = nγvA = onst. (61.8)

Esta relai�on es evidentemente una onseuenia direta de la euai�on de ontinui-

dad para el aso relativista.

(iv) Utilizando las euaiones (61.6) y (61.8) muestra que la sei�on de �area transversal

A del jet umple on

A ∝ γ2/v , (61.9)
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y que el m��nimo de esta �area suede para el punto trans�onio en el ual v = c/
√
3,

que orresponde al valor de la veloidad del sonido para ujos relativistas.

Esta es la manera m�as senilla de ver omo funiona un jet relativista. Evidentemente

hay muhas omisiones en este an�alisis. Por ejemplo, turbulenia dentro del mismo ausada

por el arrastre entre las paredes del jet y su medio ambiente debe ourrir, as�� omo la

generai�on de ondas de hoque internas al jet debido a variaiones de veloidad y/o ur-

vaturas en la estrutura del jet. Adem�as debe existir perdida de energ��a por radiai�on del

plasma. Sin embargo, quiz�as la mayor omisi�on a todo este an�alisis es el heho de que estos

jets son ujos hidromagn�etios. Es deir, los ampos magn�etios amarrados al plasma del

jet deben ser apaes de enfoar y olimar al jet.

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



Caṕıtulo VIII

Cosmoloǵıa

Una de las apliaiones m�as obvias de la teor��a general de la relatividad es su uso en

la din�amia del universo en su totalidad. Existen uatro fuerzas en la naturaleza: fuerza

fuerte, fuerza d�ebil, fuerza el�etria y fuerza gravitaional. De �estas, las fuerzas fuerte y

d�ebil son de orto alane (su inuenia es s�olo notable a distanias at�omias). Las fuerzas

restantes tienen largo alane, sin embargo al onsiderar el universo a larga esala resulta

que el efeto neto de la fuerza eletromagn�etia produido por argas positivas y negativas

tiende a anelarse. As�� pues, la �unia fuerza que juega un papel signi�ativo en la din�amia

y en la evolui�on del universo es la fuerza gravitaional.

§62. Observaciones cosmológicas

Al observar el universo desde nuestro planeta tierra, en una nohe lara, lo primero

que salta a la vista es el gran grado de inhomogeneidad que �este posee. Existen estrellas

esparidas por todos lados de manera un tanto uanto irregular. Al realizar observaiones

on diversos instrumentos, se observa que las estrellas en el universo se enuentran dentro

de sistemas en forma de \islas" llamados galaxias . De la misma manera, al analizar la

distribui�on de estas galaxias en el universo se enuentra que loalmente (en esalas ortas)

la estrutura fundamental del universo (las galaxias) est�an distribuidas inhomog�eneamente.

Sin embargo, esta distribui�on de galaxias se vuelve uniforme (homog�enea) a medida que se

onsideran esalas osmol�ogias, i.e. tan grandes que onstan de un n�umero su�ientemente

grande de �umulos de galaxias.
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Existen diversos mapeos del ielo que muestran la validez de las a�rmaiones anteriores

utilizando en algunos de ellos hasta ientos de miles de galaxias. Por ejemplo, el Lik Survey

of Galaxies, el Cambridge APM Survey, Las Campanas redshift survey y el 2dF Galaxy

Redshift Survey por menionar algunos de los m�as famosos en la atualidad. De todos estos

mapeos (f. sei�on §4 y Figura VIII.1) se in�ere que la distribui�on de galaxias es uniforme

a gran esala y que tiene una inhomogeneidad notable en esalas menores a unos uantos

Mp. De heho existen largos espaios va��os y paredes de galaxias en estos mapeos. Con

esto ha sido posible observar que la topolog��a del universo es tal que la distribui�on de las

galaxias en el universo se asemeja a la estrutura de una esponja. Las galaxias (material

de la esponja) se enuentra distribuido en la esponja de forma multionexa. En otras

palabras, todas las galaxias se enuentran interonetadas unas on otras, pero existen

hoyos los uales poseen multionexiones entre ellos. Este tipo de estrutura topol�ogia

�uniamente existe en tres dimensiones, pero no en dos. Es laro que si la estrutura del

universo es omo esponja, neesariamente la distribui�on a larga esala del mismo debe ser

uniforme.

Otra manera de darse uenta de la homogeneidad a larga esala del universo fue heha

por Hubble. El ujo de radiai�on eletromagn�etia (antidad de energ��a por unidad de

segundo por unidad de �area) F est�a relaionado on la magnitud aparente mediante la

euai�on (6.2). De tal manera que si se realiza un mapeo de galaxias hasta una magnitud

aparente m�axima m , orrespondiente a una densidad de ujo F, entones una galaxia on

luminosidad intr��nsea L puede ser observada a una distania r tal que la euai�on (6.1)

es v�alida. Ahora bien, si el n�umero de galaxias por unidad de volumen que tienen una

luminosidad L es N0 entones el n�umero de galaxias observadas dentro de un �angulo solido

Ω a una distania r es

N(≥ F) = ΩN0r
3 = ΩN0

(

L

4πF

)

∝ F−3/2
(62.1)

Sustituyendo la relai�on (62.1) en la euai�on (6.2) se obtiene que

N(≤ m) ∝ 100.6m (62.2)

Hubble fue el primero en darse uenta de esta propiedad seguida por el n�umero de

galaxias por unidad de volumen. Diversas observaiones muestran que N sigue el valor
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Figura VIII.1: La �gura muestra el mapeo del 2dF (two degree Field) Galaxy Reds-

hift Survey . El mapeo fue heho on mas de 210000 galaxias hasta orrimientos al rojo

z . 0.5 utilizando el Telesopio Anglo-Australiano. Las zonas en blano son regiones no

observadas. Nuestra galaxia se enuentra en el entro del diagrama. Las l��neas radiales mi-

den el orrimiento al rojo de la galaxia en uesti�on y por lo tanto, su distania a nuestra

galaxia. El �angulo polar en este diagrama polar mide la delinai�on (altitud en la esfe-

ra eleste). Las galaxias han sido proyetadas todas en un plano arbitrario de asensi�on

reta (longitud en la esfera eleste). Observaiones omo esta han on�rmado orreta-

mente alto grado de homogeneidad del Universo a gran esala. La imagen fue tomada de

http://magnum.anu.edu.au/~TDFgg.

indiado por la euai�on (62.2) hasta una magnitud aparente m ∼ 22.

Finalmente, una de las observaiones m�as importantes para orroborar la isotrop��a y

homogeneidad del universo se obtiene mediante las observaiones de la radiai�on �osmia

de fondo en miroondas (f. Figuras I.11 y I.12), observada en detalle prinipalmente por el

sat�elite COBE (COsmi Bakground Explorer) y el sat�elite WMAP (Wilkinson Mirowave

Anisotropy Probe). El espetro de esta radiai�on es un uerpo negro perfeto radiando a

una temperatura de 2.728K. Las desviaiones de uerpo negro son menores a 0.03% de su

intensidad m�axima en el intervalo de longitud de onda entre 0.5{2.5mm. La distribui�on de
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esta radiai�on es isotr�opia hasta un nivel de una parte en 105 en todas las esalas mayores a

10

◦
. Por arriba de estos niveles en las utuaiones de la intensidad de la radiai�on �osmia

de fondo se observan utuaiones reales en el ielo.

�

Estas son ruiales para entender el

origen de la formai�on de las estruturas primordiales en el universo: las galaxias.

De estas observaiones se sigue que la manera natural de omenzar on un entendi-

miento del universo a gran esala es mediante la onstrui�on de modelos osmol�ogios

que sean isotr�opios y homog�eneos.

§63. Ley de Hubble

La relai�on de Hubble menionada en la sei�on anterior fue derivada para distanias

de 2Mp alrededor de nuestra galaxia. Hoy en d��a se utiliza el m�etodo de la relai�on

entre orrimiento al rojo y magnitud. Est�a relai�on est�a basada en el heho de que si

todas las galaxias tienen la misma luminosidad L entones esperamos que S = L/4πr2 y

que m = −2.5 log S+ onst = 5 log r+ onst. El orrimiento al rojo z se de�ne omo (f.

sei�on §41)

z =
λ
obs

− λ
em

λ
em

(63.1)

La freuenia de un sistema de referenia inerial (nosotros) a otro sistema de referenia

inerial (otra galaxia) que se mueve radialmente del primero on veloidad v ≪ c est�a dada

por la euai�on (41.1) (f. sei�on §19). Por lo tanto,

1+ z =

(

1+ v/c

1− v/c

)1/2

. (63.2)

De esta manera, para orrimientos al rojo peque~nos v/c ≪ 1 se obtiene

v = cz, (63.3)

que es la famosa ley de Hubble.

Por otra parte, si el universo est�a en expansi�on uniforme al tiempo presente (<hoy!),

entones la distania entre dos puntos debe inrementarse por el mismo fator en un

determinado intervalo de tiempo. En otras palabras,
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r1(t2)

r1(t1)
=

r2(t2)

r2(t1)
= . . . =

r
n

(t2)

r
n

(t1)
= . . . = α = onst, (63.4)

en el intervalo de tiempo ∆t = t2 − t1. De esta manera la reesi�on de veloidad de una

galaxia on respeto al origen es

vn =
rn(t2) − rn(t1)

t2 − t1
=

(α− 1)

t2 − t1
rn(t1) := H0rn(t1). (63.5)

De aqu�� que un universo en el ual la distribui�on de galaxias se mueve uniformemente

satisfae la relai�on

v = H0r, (63.6)

que es la forma tradiional, de enuniar la ley de Hubble.

§64. Métrica de Robertson–Walker

La m�etria de Robertson{Walker es la m�etria de Minkowski de todos los posibles uni-

versos en expansi�on isotr�opia. Debido a que la urvatura del espaio es una manifestai�on

de la urvatura del espaio{tiempo, entones la urvatura del espaio debe ser isotr�opia.

De esta manera la geometr��a del espaio debe ser tal omo la urvatura de los espaios

isotr�opios que analizamos en la sei�on §48. En esa sei�on vimos que la parte espaial de

la m�etria de los espaios isotr�opios urvos est�a dada por la euai�on (48.5) en t�erminos

de las oordenadas \esf�erias" (ρ, θ, ϕ) y/o (x, θ,ϕ).

El onepto m�as importante en el estudio de la osmolog��a es el llamado prinipio

osmol�ogio, el ual a�rma que \no vivimos en un lugar privilegiado del universo". De

aqu�� se sigue que nuestra galaxia se enuentra loalizada en un lugar t��pio del universo y

que ualquier otro observador loalizado en ualquier otra parte del universo a la misma

�epoa �osmia que la nuestra observa la misma estrutura a larga esala que nosotros

observamos. De esta manera, ualquier observador a la �epoa �osmia presente observa la

misma ley de Hubble de la expansi�on de las galaxias, la misma radiai�on �osmia de fondo,

la forma de esponja que forman las galaxias, et.

En las disusiones subseuentes utilizaremos el onepto de observador fundamental .
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Debido a que el universo se expande alrededor de nosotros, introduzamos un onjunto de

observadores que se mueven de tal forma que el universo aparee isotr�opio para ada uno

de ellos. As��, ada observador fundamental se mueve on el ujo de Hubble . De�namos

ahora el tiempo �osmio omo el tiempo propio medido por un observador fundamental

†
.

En otras palabras, el tiempo �osmio es el tiempo medido por un observador fundamental

desde el origen t = 0 en el ual se gener�o la gran explosi�on

‡

El problema de utilizar la m�etria (48.5) es que, dado que la veloidad de la luz es �-

nita, al observar ualquier objeto astron�omio (e.g. las galaxias) estamos viendo el pasado

del mismo. En otras palabras, estos objetos est�an en el ono de luz del pasado entra-

do en nuestra galaxia en la �epoa presente t0. La Figura VIII.2 muestra pit�oriamente

esta situai�on. La �unia forma en la que se puede entones utilizar la m�etria (48.5) es

utiliz�andola para una �unia �epoa.

Para poder utilizar la m�etria (48.5) es neesario pensar entones en ρ omo una dis-

tania �tiia esogida de la siguiente manera. Consideremos que tenemos un onjunto

grande de observadores, los uales forman una l��nea desde nuestra galaxia a otra galaxia.

Cada uno de ellos posee una regla y es apaz de medir el intervalo de distania propia ∆ρ

entre �el y su suesor. Cada uno de estos observadores es instruido para medir el intervalo

de distania ∆ρ a un tiempo �osmio determinado. La suma de todos estos intervalos la

denotamos omo ρ. �Esta es una distania �tiia en el sentido de que no es posible medir ρ

de esta manera. Las distanias a las galaxias lejanas se observan de tal manera omo fueron

vistas en el pasado y no existe forma de proyetar su posii�on en la �epoa atual sin saber

la din�amia del universo. De esta manera, la distania ρ depende del modelo osmol�ogio

que se elija, que hasta el momento en nuestra disusi�on es una in�ognita.

Ya que el universo est�a en expansi�on uniforme, entones entre el intervalo de tiempo

∆t = t2 − t1, la distania entre dos observadores fundamentales umple on la relai�on

†
La hip�otesis de Weyl die que es posible sinronizar todos los relojes asumiendo que las lineas de

universo de todos los observadores fundamentales se alejan unas de otras de un punto en om�un en el

pasado.

‡
En realidad no hay tal osa omo una explosi�on omo veremos m�as adelante. Una explosi�on es la

inyei�on de energ��a en una regi�on su�ientemente peque~na del espaio. El problema es que la gente

siempre piensa que de una explosi�on se sigue una expansi�on (on sobrada raz�on), pero a la inversa no

funiona este argumento. En otras palabras, en lo subseuente utilizaremos el termino gran explosi�on (por

tradii�on), teniendo en uenta que no hubo una explosi�on a t = 0 propiamente diho. Cabe haer notar

que en sobradas oasiones, la teor��a de la gran explosi�on es llamada teor��a del Big Bang por su nombre en

ingl�es.
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Distancia

Tiempo

la epoca presente
Nuestra galaxia en

Cono de Luz
del pasado

Cono de luz
del futuro

Epoca presente 

Linea de universo
de una galaxia
distante

Galaxia distante
en el pasado

Figura VIII.2: Representai�on gr�a�a del ono de luz generado por nuestra galaxia

(origen de oordenadas en la �gura). Al observar una galaxia distante, graias a que la

veloidad de la luz es �nita, �uniamente nos llega informai�on proveniente del pasado de

esta galaxia. La distania presente a la que se enuentra es desonoida hasta obtener un

modelo de la din�amia del universo.

ρ1(t1)

ρ1(t2)
=

ρ2(t1)

ρ2(t2)
= . . . = onst :=

R(t1)

R(t2)
, (64.1)

donde R(t) es el fator de esala . Este fator de esala desribe la manera en la que var��a

la separai�on relativa entre dos observadores omo funi�on del tiempo �osmio. Es �util

normalizar R(t) a una ierta �epoa. As�� pues, de�namos R(t0) = 1 y pongamos ρ(t0) = r.

De esta manera,

ρ(t) = R(t)r. (64.2)

La oordenada r se denomina freuentemente omo oordenada radial de omovimiento y
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es tal que funiona omo una etiqueta amarrada a una galaxia para todo tiempo �osmio.

La variai�on de la distania propia entre dos galaxias en el universo que se expande es

tomada en uenta mediante el fator de esala R(t).

La isotrop��a del universo signi�a que las distanias ortogonales a la linea de visi�on

deben expandirse de manera an�aloga a las radiales. En otras palabras,

R


(t) sin(ρ/R


(t))dθ

R


(t0) sin(r/R(t0))dθ
=

R(t)

R(t0)
= R(t). (64.3)

La solui�on a esta euai�on es

R


(t) = RR(t), (64.4)

donde R := R


(t0). De esta manera, para onservar la isotrop��a y la homogeneidad del

universo, la urvatura κ tiene que variar omo κ ∝ 1/R2(t).

Sustituyendo las euaiones (64.2) y (64.4) en la m�etria (48.5) en su forma general se

obtiene la m�etria de Robertson{Walker

ds2 = c
2
dt2 − R2(t)

{
dr2 +R2

sin

2(r/R)dΩ2
}
. (64.5)

La m�etria (64.5) puede esribirse de otra forma, utilizando la oordenada x = R


sin(r/R


)

ds2 = c
2
dt2 − R2(t)

{
dx2

1− kx2
+ x2dΩ2

}
, (64.6)

en donde la urvatura k del tres{espaio est�a dada por k = 1/R2
. Existe la posibilidad de

reesalar la euai�on (64.6) haiendo el ambio |k |x2 → x2 ombinado naturalmente on

k → sign (k) := k. De esta manera, la euai�on (64.6) toma la forma

ds2 = c
2
dt2 − R2(t)

{
dx2

1− kx2
+ x2dΩ2

}
, (64.7)

on k = +1, 0, −1 uando la geometr��a del espaio es de tipo esf�eria (urvatura positi-

va), de urvatura plana (Eul��dea o de urvatura ero), y de tipo hiperb�olio (urvatura

negativa) respetivamente.

La euai�on (64.5) representa la m�etria para desribir al universo. Posee dos in�ognitas,

el fator de esala R(t) y la onstante R. La manera de enontrar estas mismas es resol-
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viendo las euaiones de Einstein. Evidentemente estas funiones ontendr�an informai�on

sobre la urvatura del espaio y la densidad del universo.

§65. Cosmoloǵıa observacional

Antes de disutir las euaiones que desriben la din�amia del universo, mediante la

m�etria de Robertson{Walker y las euaiones de Einstein, veamos las onseuenias que

esta m�etria impone sobre las observaiones del universo.

Primeramente onsideremos un paquete de ondas eletromagn�etias on freuenia ν

emitido entre los tiempos t y t+∆t por una galaxia distante. En la tierra, un observador

fundamental reibe este paquete de ondas en la �epoa presente entre los intervalos t0 y

t0 + ∆t0. Las ondas eletromagn�etias se mueven a lo largo de geod�esias nulas, de tal

manera que ds = 0 en la euai�on (64.5). Suponiendo que la propagai�on del haz de luz se

hizo de manera radial (i.e. dθ = 0, dϕ = 0), la euai�on (64.5) queda entones omo

−dr =
cdt

R(t)
. (65.1)

Supongamos que el frente del paquete de ondas fue emitido al tiempo t y reibido en la

tierra al tiempo t0. De esta manera, para el frente del paquete, integrando la euai�on (65.1)

desde la fuente hasta el observador en la tierra se obtiene

c

∫ t0

t

dt

R(t)
= −

∫0

r

dr. (65.2)

De la misma manera, la parte �nal del paquete que fue emitida al tiempo t+∆t y llego

a la tierra al tiempo t0+∆t0 se integra desde la galaxia distante hasta nuestra oordenada

en la tierra

c

∫ t0+∆t0

t+∆t

dt

R(t)
= −

∫0

r

dr. (65.3)

Combinando las euaiones (65.2)-(65.3) se obtiene que

0 = c

∫∆t0

∆t

dt

R(t)
≈ c

∆t0

R(t0)
− c

∆t

R(t)

y omo R(t0) = 1 esta relai�on implia la dilai�on del tiempo

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



272 VIII COSMOLOGÍA

∆t0 =
∆t

R(t)
. (65.4)

Al observar a las galaxias distantes desde la tierra, R(t) < 1. De esta manera, ualquier

fen�omeno que ourra en una galaxia distante, lo observamos on una durai�on de tiempo

mayor aqu�� en la tierra.

Consideremos ahora que ∆t = 1/ν es el periodo en el ual se emiten las ondas eletro-

magn�etias de freuenia ν, y que ∆t0 = 1/ν0 es el periodo de observai�on de las mismas.

La euai�on (65.4) implia entones que ν0 = νR(t), o bien utilizando el orrimiento al

rojo z

z =
ν
em

− ν
obs

ν
obs

=
1

R(t)
− 1

o bien,

1+ z =
1

R(t)
(65.5)

La ley de Hubble (63.6) de expansi�on del universo en t�erminos de distanias propias

puede esribirse omo

dρ

dt
= H0ρ, (65.6)

de tal manera que sustituyendo la euai�on (64.2) en esta relai�on se obtiene

H0 = _R/R. (65.7)

Ahora bien, la onstante de Hubble H0 es medida on respeto a la �epoa presente t0,

donde R(t0) = 1. De esta manera H0 = _R|t0 . La euai�on (65.7) nos permite de�nir una

onstante de Hubble H(t) que varia on el tiempo �osmio de la siguiente manera

H(t) =
_R

R

∣

∣

∣

∣

t

, H0 = H(t0) = _R
∣

∣

∣

t0
. (65.8)
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Como menionamos anteriormente, la expansi�on del universo ombinada on la iso-

trop��a del mismo implia que las distanias en las omponentes azimutales y polares de la

m�etria ambien. Si d es la distania propia en la direi�on θ entones

d = ∆θR(t) (R sin(r/R)) =
D∆θ

1+ z
,

donde hemos introduido la medida de distania D := R sin(r/R). De aqu�� se sigue que

∆θ =
d(1+ z)

D
. (65.9)

Esta igualdad se redue a la expresi�on Eulidiana d = r∆θ para orrimientos al rojo

peque~nos z ≪ 1 y r ≪ R. Freuentemente, la euai�on (65.9) se esribe omo

∆θ =
d

D
A

, (65.10)

para que tenga una semejanza a su equivalente Eulidiano. La antidad D
A

:= D/(1 + z)

se onoe omo la distania diametral angular .

La edad del universo hoy t0, es simplemente el tiempo que tarda un fot�on desde la gran

explosi�on (r = r
max

, t = 0) hasta la �epoa presente t = t0, r = 0, en donde r
max

es el valor

de la oordenada en omovimiento orrespondiente a un ambio rojo in�n��tamente grande

z = ∞ o bien R = 0

t0 =

∫ t0

0

dt =
1

c

∫ r
max

0

R(t)dr (65.11)

§66. Ecuaciones de Friedmann

La m�etria de Robertson{Walker (64.7) posee dos in�ognitas, R(t) y R. Es neesario

utilizar las euaiones de Einstein para enontrar una relai�on de la din�amia del universo

que relaione a ambas.

La primera relai�on que se obtiene utilizando la nulidad de la divergenia del tensor de

energ��a{momento (f. euai�on (47.27)) es una ley de onservai�on de energ��a

_ρ+ 3
_R

R

Å
ρ+

p

c2

ã
= 0. (66.1)
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Aqu�� hemos utilizado el heho de que la energ��a interna propia por unidad de volumen

de la materia o radiai�on e est�a relaionada on su densidad de masa en reposo propia ρ

mediante la igualdad e = c
2ρ†. Multipliando la euai�on (66.1) por R3

se obtiene

d

dt

Ä
ρR3
ä
+

p

c2

dR3

dt
= 0. (66.2)

Ahora bien, una unidad de volumen en omovimiento (V = R3
) tiene una energ��a

interna U tal que U = c
2ρR3

. De tal forma que la euai�on (66.2) puede reesribirse omo

dU+ PdV = 0, (66.3)

De auerdo on la primera ley de la termodin�amia, el lado dereho de esta igualdad es

TdS, donde T es la temperatura del universo y S su entrop��a. As��, la expansi�on del universo

se lleva de manera adiab�atia.

Las siguientes relaiones que se obtienen on las euaiones de Einstein desriben la

inem�atia del universo. La primera de ellas fue alulada por Friedmann y la segunda por

Rayhaudhuri:

_R2 =
8

3
πGρR2 −

c
2

R2
. (66.4)

�R = −
4

3
πGR

(

ρ+
3p

c2

)

, (66.5)

Estas dos euaiones junto on la relai�on (66.1) se denominan freuentemente omo las

euaiones de Friedmann .

Con estas relaiones y una relai�on politr�opia

‡
se enuentra el valor del fator de esala

R omo funi�on del valor del radio de urvatura R en la �epoa presente.

†
En estudios osmol�ogios y generalmente en estudios gravitaionales se adopta freuentemente un

sistema de unidades en el ual c = 1. De esta manera se habla indistinguiblemente de la densidad de

energ��a ρ y de la densidad de masa ρ de una part��ula. En lo subseuente, nosotros no adoptaremos este

sistema de unidades. Sin embargo reuerda muy bien que generalmente no se utiliza en ning�un lado en

osmolog��a la letra e para representar a la energ��a interna por unidad de volumen, <inluso si no se adopta

un sistema de unidades en el ual c = 1! Bienvenido al mundo de la onfusi�on.

‡
La euai�on utilizada generalmente es la de un gas politr�opio. En termodin�amia relativista un

gas politr�opio obedee la relai�on p ∝ nκ
(f. euai�on (27.7)). Utilizando la primera ley de la termo-

din�amia (22.7) se sigue que para ualquier gas politr�opio, relativista (inluso para el aso de un gas
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§67. Modelo estándard de Friedmann

El universo omo lo peribimos en la �epoa presente est�a dominado por estruturas

masivas denominadas galaxias. As�� pues, ualquier presi�on t�ermia que realien estas ma-

sas, es despreiable en omparai�on on la densidad de energ��a en reposo de las masas

(presi�on es energ��a interna por unidad de volumen). De esta manera, se de�ne a un on-

junto de part��ulas no{olisionales (e.g. las galaxias) omo polvo. Este polvo es tal que su

presi�on p = 0. Con esto, las euaiones de Friedmann y la euai�on de onservai�on de

la energ��a (66.1) toman un aspeto senillo. De heho, la euai�on de energ��a en este aso

implia que

ρ = ρ0R
−3, (67.1)

que es justamente la euai�on (24.5) y representa la onservai�on de la masa.

La euai�on de Friedmann (66.5) ombinada on la euai�on (67.1) se transforma en

_R2 =
8

3
πGρ0R

−1 −
c
2

R2
. (67.2)

Esta igualdad es equivalente a la segunda euai�on de Friedmann (66.4) para este aso.

La euai�on (67.2) orresponde a la relai�on (24.10) si identi�amos κ = 2c2/R2
. Las

soluiones ya fueron aluladas en el la sei�on §24, y omo vimos ah�� las soluiones on

R2 < 0 orresponden a universos abiertos (geometr��a hiperb�olia) que se expanden por

siempre. Cuando R2 = 0 se obtienen universos abiertos (geometr��a Eulidiana o plana)

que tambi�en se expanden por siempre. Las soluiones on R2 > 0 orresponden a universos

errados (geometr��a esf�eria) en los uales ourre un reolapso para un tiempo �nito en el

futuro.

Cabe haer notar el heho de que el universo en expansi�on para modelos de polvo y el

que onsideramos en la sei�on §24 tienen las mismas soluiones debido prinipalmente a

tres ausas. La primera es que la f��sia que desribe al omportamiento loal de la materia,

es la misma f��sia que desribe su omportamiento a larga esala. Por ejemplo, la urvatura

ultrarelativista para el ual p ∼ e) y no{relativista, la euai�on de estado est�a dada por

p = (κ− 1)e. (66.6)
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del espaio en un mil��metro �ubio del universo es igual a la urvatura de todo el universo.

La segunda es que el �alulo Newtoniano es valido para todos los observadores que se

mueven de tal forma que el universo paree isotr�opio para ellos y esto ourre para todos

los observadores fundamentales, tal ual se esogieron en la m�etria de Robertson{Walker.

La terera ausa es que la validez de la m�etria de Robertson{Walker es a lo largo de todo

el universo, inluso en esalas mayores a la esala del horizonte r = ct. Esto no es de

extra~narse, pues el prinipio osmol�ogio implia que la esala de validez de la f��sia loal

ourre tambi�en a nivel global.

Es �util de�nir la densidad r��tia ρ


omo la densidad l��mite que debe tener el universo

para mantenerse errado. M�as all�a de este l��mite r��tio, el universo es abierto. De la

euai�on (67.2) se sigue que

ρ


=
3H2

0

8πG
. (67.3)

De esta manera se de�ne el par�ametro de densidad Ω0 de tal forma que

Ω0 =
ρ0

ρ


(67.4)

=
8πGρ0

3H2
0

(67.5)

Con esto, la euai�on (67.2) toma la forma

_R2 =
Ω0H

2
0

R
−

c
2

R2
, (67.6)

uyas soluiones est�an dadas por

a) Modelo de Einstein{de Sitter on Ω0 = 1 (plano):

R =

(

3

2
H0t

)2/3

. (67.7)
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§67 MODELO ESTÁNDARD DE FRIEDMANN 277

b) Ω0 > 1 (esf�erio):

R = a(1 − osθ), t = b(θ − sin θ).

(

a :=
Ω0

2 (Ω0 − 1)
, b :=

Ω0

2H0(Ω0 − 1)3/2
.

)

(67.8)

) Ω0 < 1 (hiperb�olio):

R = α(oshφ − 1), t = β(sinhφ −φ).

(

α :=
Ω0

2 (1−Ω0)
, β :=

Ω0

2H0(1−Ω0)3/2
.

)

(67.9)

Como aso partiular del segundo iniso est�a el modelo de va��o on Ω0 = 0, tambi�en

onoido omo el modelo de Milne . Es interesante ver que en un modelo en el ual la den-

sidad ρ0 = 0 el universo se omporta de manera hiperb�olia. Esto puede expliarse on el

siguiente argumento. De auerdo on la euai�on (66.5), la desaelerai�on de ualquier gala-

xia es ero. En otras palabras, la veloidad de expansi�on de ualquier galaxia on respeto

al mismo observador fundamental es la misma. De esta manera, todos los observadores

fundamentales est�an en sistemas de referenia ineriales. As��, el tiempo �osmio entre una

y otra galaxia est�a dado por la transformai�on de Lorentz t ′ = (t − vr/c2)/
»
(1− v

2/c2).

Ahora bien, las ondiiones de isotrop��a y homogeneidad deben ourrir al mismo tiempo

�osmio t ′ en los sistemas de referenias de los observadores fundamentales. En otras pa-

labras, la hipersuper�ie t ′ = onst es normal a la linea de universo de ada observador

fundamental (galaxia). Por otra parte, el elemento de distania dl en un punto dado P

sobre la hipersuper�ie t ′ = onst es tal que ds2 = c
2
dt ′

2
− dr2 = −dl2. De esta manera

dl2 = −c
2
dt ′

2
+dr2 on t ′ el tiempo propio y l la distania propia medidos ambos a partir

del punto P. La oordenada t ′ orresponde justamente al tiempo �osmio t ′ y la oorde-

nada l a la oordenada radial ρ que aparee en la euai�on (48.5). Por lo tanto, es laro

entones que el espaio{tiempo que desribe al universo va��o no es de Minkowski pues

la introdui�on del tiempo �osmio t ′ y la distania propia l son las oordenadas neesa-

rias para desribir el omportamiento del mismo. Mediante el uso de estas oordenadas es

posible llegar a la m�etria de Robertson{Walker equivalente para un universo va��o.

En la �epoa presente, uando t = t0 y R = 1, la euai�on (67.6) implia que
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R =
c

H0(Ω0 − 1)1/2
. (67.10)

Esto signi�a que la densidad del universo y su urvatura espaial est�an relaionadas una

a una mediante esta relai�on. Esto no es de extra~narse pues \la masa le die al espaio

omo urvarse. . . " (f. sei�on §47). De la euai�on (67.10) se sigue entones que el valor

de la urvatura presente del universo puede onoerse sabiendo los valores de su densidad

Ω0 y la onstante de Hubble H0 para la �epoa atual.

Es posible medir la deelerai�on del universo mediante la introdui�on de una aelera-

i�on adimensional q0, llamada par�ametro de desaelerai�on que se esribe omo

q0 := −

Ç
�R

_R2

å ∣

∣

∣

∣

∣

∣

t0

. (67.11)

Esta de�nii�on es lara si se onsidera que q0 representa la modi�ai�on a la ley de Hubble

a segundo orden de aproximai�on

R(t)

R(t0)
= 1+H0(t− t0) −

1

2
q0H

2
0(t − t0)

2 + . . .

Sustituyendo la relai�on (67.6) en la igualdad (67.11) se obtiene el valor de el par�ametro

de desaelerai�on para los modelos de polvo

q0 =
Ω0

2
. (67.12)

Mediante el uso de las euaiones (65.5), (67.2) y (67.5) se sigue que

dz

dt
= −H0(1+ z)2(Ω0z+ 1)1/2. (67.13)

De aqu�� que el tiempo �osmio t medido desde la gran explosi�on z = ∞ est�e dado por

t =

∫ t

0

dt = −
1

H0

∫ z

∞

dz

(1+ z)2(Ω0z+ 1)1/2
. (67.14)

Utilizando esta relai�on es f�ail ver que (<demu�estralo!)
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§67 MODELO ESTÁNDARD DE FRIEDMANN 279

t0 =






Ω0

H0(Ω0−1)3/2

{
arsin

Ä
Ω0−1
Ω0

ä1/2
−

(Ω0−1)1/2

Ω0

}
, si Ω0 > 1.

2
3H0

, si Ω0 = 1.

Ω0

H0(1−Ω0)
3/2

{
(1−Ω0)

1/2

Ω0
− asinh

Ä
1−Ω0
Ω0

ä1/2}
, si Ω0 < 1.

(67.15)

De aqu�� (o de la euai�on (67.14)) se sigue que la edad del universo t0 ∼ H−1
0 .

Es natural generalizar Ω0 y H0 a antidades que dependan de ualquier tiempo �osmio

H(t) := _R(t)/R(t), Ω = 8πGρ/3H2(t), (67.16)

en donde H(t) y Ω(t) representan a la onstante de Hubble y a la densidad del universo

evaluadas a un tiempo �osmio t respetivamente.

As��, utilizando las euaiones (65.5) y (67.1) se obtiene que

ΩH2 =
8πG

3
ρ0 (1+ z)3 . (67.17)

De esta �ultima relai�on y utilizando las euaiones (67.6) y (67.10) se obtiene una de las

relaiones m�as importantes en osmolog��a

{
1−

1

Ω

}
=

1

1+ z

{
1−

1

Ω0

}
. (67.18)

La euai�on (67.18) muestra que, independientemente del valor que Ω0 tenga en la

�epoa presente, en el pasado distante del universo de polvo, uando z → ∞, el par�ametro

de densidad Ω → 1. De heho, si el par�ametro de densidad fuese ligeramente distinto de

uno en el pasado distante, este mismo ser��a notablemente distinto de la unidad en la �epoa

presente

†
.

El heho de que la urvatura del universo sea erana a ero en la �epoa presente se

onoe omo el problema de aplanado del universo. Es importante remarar este resultado:

\El universo debi�o haber sido puesto en un estado on bastante preisi�on de tal manera

que en el pasado distante Ω = 1. Esto se mani�esta en un universo Eul��deo en nuestra

�epoa presente".

†
Las observaiones muestran que el valor del par�ametro de densidad del universo en la �epoa presente

se enuentra a lo m�as on un fator de diez de este n�umero, lo ual implia que el universo debe ser erano

a un universo plano
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§68. Modelos de polvo con Λ 6= 0

Antes de analizar la historia t�ermia del universo, es importante disutir la din�amia

de un universo de polvo uando la onstante osmol�ogia Λ es tomada en onsiderai�on

en las euaiones de Einstein (47.22):

Rik −
1

2
Rgik =

8πG

c4
Tik +Λgik. (68.1)

Hist�oriamente, la onstante osmol�ogia fue introduida por Einstein porque existe

la posibilidad de tener soluiones estaionarias del universo si Λ 6= 0 a este modelo se le

onoe omo el modelo est�atio de Einstein . El introduir esta onstante en las euaio-

nes de Einstein ha sido algo que ambia on la �epoa seg�un los avanes (o retroesos) en

la osmolog��a. Las �ultimas observaiones hehas on supernovas indian que la onstante

osmol�ogia es diferente de ero. Adem�as uando el universo pasa por una �epoa ina-

ionaria (f. sei�on §72) neesariamente se obtiene que, en esta �epoa de aelerai�on

exponenial, la onstante osmol�ogia es distinta de ero.

Evidentemente, la existenia de la onstante osmol�ogia puede verse omo un tipo de

\fuerza antigravitaional

†
" que aparee de alguna manera en las euaiones de Einstein. De

heho, estos ambios hehos en las euaiones de Einstein tienen un signi�ado f��sio muy

profundo. Esto ya que la introdui�on de una onstante en el Lagrangiano que desribe

al espaio{tiempo signi�a que el mismo espaio{tiempo adquiere una urvatura que no

puede ser eliminada de ninguna manera y que no est�a asoiada on materia u ondas gravi-

taionales. De heho, omo veremos en un momento esta misma es atribuida generalmente

al espaio va��o y las utuaiones u�antias que en el mismo ourren graias al prinipio

de inertidumbre de Heisenberg de la me�ania u�antia.

Para omenzar, notemos que las euaiones de Friedmann on onstante osmol�ogia

Λ no{nula toman la forma

†
Formalmente no es una fuerza de antigravedad omo tal, pues su efeto no es preisamente el efeto

inverso de la fuerza gravitaional. Esta fuerza es simplemente una fuerza repulsiva, en vez de una fuerza

atrativa omo lo es la fuerza gravitaional.
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�R = −
4

3
πGR

(

ρ+
3p

c2

)

+
1

3
ΛR, (68.2)

_R2 =
8

3
πGρR2 −

c
2

R2
+

1

3
ΛR2. (68.3)

Inluso uando p = 0 y ρ = 0, es deir, en el aso de ausenia de masa y energ��a en el

universo, existe la posibilidad de tener una fuerza neta que at�ua sobre ada part��ula de

prueba en el universo (

�R = ΛR/3). Esta propiedad del espaio va��o es de ar�ater u�antio

y no existe forma de entenderle on me�ania l�asia.

Se de�ne al va��o osmol�ogio (o va��o del universo) omo la ausenia de ampos f��sios

y por tanto materia y/o energ��a en una regi�on determinada del universo. En me�ania

l�asia entones el va��o tiene una densidad de energ��a id�entiamente igual a ero. Sin

embargo, en me�ania u�antia el prinipio de inertidumbre de Heisenberg implia que

deben existir utuaiones de ampos y energ��a alrededor del valor nulo esperado que

tienen estas antidades f��sias. Por lo tanto, la densidad de energ��a del va��o es distinta

de ero en la realidad. Evidentemente estas utuaiones son peque~nas, sin embargo son

medibles en el laboratorio (e.g. el efeto Casimir). Cuando se onsidera el va��o u�antio

asoiado al Universo en su totalidad, es laro entones que este efeto puede ser notable

en la din�amia del Universo.

La mejor manera de entender un poo omo la propiedad del va��o puede produir una

onstante osmol�ogia es la siguiente. Consideremos que el va��o posee una una densidad

de energ��a ρ
v

y que tiene una presi�on p
v

. Si un pedazo V de va��o es expandido por

una antidad δV mediante un proeso adiab�atio, entones mediante la primera ley de

la termodin�amia, la energ��a interna por unidad de masa δǫ = −pδV . Por otra parte, al

expandir el volumen existe un inremento de energ��a δǫ del va��o dado por δǫ = ρ
v

c
2δV .

Esto no suede generalmente en un gas normal, pues si se tiene gas en un ontenedor, al

expandirlo, la energ��a interna del mismo disminuye. Sin embargo, al aumentar el volumen

en un ontenedor de va��o, la energ��a aumenta debido a que se inrementa la antidad de

va��o en el mismo. De aqu�� se sigue que

p = −ρ
v

c
2. (68.4)
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Es deir, el trabajo pδV heho en la expansi�on es negativo y por lo tanto la presi�on

es negativa

†
. Resulta adem�as que durante la expansi�on la densidad de masa ρ

v

del ampo

de energ��a negativo permanee onstante. El valor no{positivo en la presi�on puede ser

interpretado omo una onstante osmol�ogia. Para ver esto, esribamos las euaiones

de Friedmann (66.5)-(66.4) de la siguiente manera. En la relai�on (66.5) inluyamos no

solamente la densidad de masa ρ
m

, sino tambi�en la densidad del va��o ρ
v

y la presi�on del

va��o p
v

(la presi�on de la materia es ero pues es polvo), para obtener

�R = −
4

3
πGR

(

ρ
m

+ ρ
v

+
3p

v

c2

)

. (68.5)

Ahora bien, utilizando la euai�on (67.1) en la relai�on (68.5) se obtiene que

�R = −
4πGρ0

3R2
+

8

3
πGρ

v

R. (68.6)

La euai�on (68.6) es equivalente a la igualdad (68.2) para modelos de polvo si se

identi�a a la onstante osmol�ogia on el valor

Λ = 8πGρ
v

. (68.7)

De aqu�� se ve que la densidad del va��o es apaz de generar una onstante osmol�ogia, o

bien, <el va��o genera un tipo de fuerza antigravitaional o fuerza repulsiva! Este resultado

fue demostrado por Zeldovih en la d�eada de los 1980's y a la fuerza repulsiva del va��o

se le denomina en oasiones omo la fuerza repulsiva del va��o de Zeldovih .

De�namos el par�ametro de densidad ΩΛ asoiado a la onstante osmol�ogia Λ omo

(f. euai�on (67.4))

ΩΛ :=
ρ
v

ρ0
=

8πGρ
v

3H2
0

=
Λ

3H2
0

. (68.8)

†
Termodin�amiamente hablando, no hay ning�un problema on la existenia de una presi�on negativa

debido a la existenia de estados metaestables de la materia. Las euaiones de la me�ania estad��stia

no imponen un valor absoluto en la presi�on. El ejemplo tradiional para produir una presi�on negativa

en hidrodin�amia onsiste en mover un un pist�on a lo largo de un embase on gas. Si el pist�on se mueve

su�ientemente r�apido sobre el gas, entones se genera un onda de hoque que atraviesa el gas inrementando

la presi�on del mismo, as�� omo su temperatura y densidad. Por el ontrario si el pist�on se mueve lo

su�ientemente r�apido en direi�on opuesta al gas, entones posible generar una presi�on negativa en el gas

del lado opuesto.
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Con esto, las euaiones de Friedmann (68.2){(68.3) pueden reesribirse omo

�R = −
Ω0H

2
0

2

1

R2
+ΩΛH

2
0R, (68.9)

_R2 =
Ω0H

2
0

R
−

c
2

R2
+ΩΛH

2
0R

2. (68.10)

La euai�on (68.10) implia que en la �epoa atual, uando R = 1 y

_R = H0, la urvatura

del espaio est�a relaionada on los par�ametros de densidad de masa presente y el del va��o

por la siguiente relai�on

c
2

R2
= H2

0 {(Ω0 +ΩΛ) − 1} . (68.11)

De tal forma que si el espaio es Eulidiano (hoy y por tanto siempre) entonesΩ0+ΩΛ = 1.

Los modelos on Λ < 0 y por tanto ΩΛ < 0 no son de muho inter�es pues lo �unio

que haen es a~nadir una fuerza atrativa al ya existente ampo de gravitai�on. Lo que

si es evidente de la euai�on (68.10) es que para este aso la expansi�on del universo es

eventualmente revertida sin importar que tan peque~nos sean los valores de Λ y Ω0.

Los asos interesantes ourren uando la onstante osmol�ogia Λ > 0 y por tanto

ΩΛ > 0 pues ausa repulsi�on o un tipo de \antigravedad" entre dos part��ulas de prueba.

Para todos estos modelos existe una m��nima taza de ambio de expansi�on que ourre para

el m��nimo valor del fator de esala. Este se enuentra difereniando el valor de

_R en

la euai�on (68.10) on respeto del tiempo �osmio, lo ual implia la euai�on (68.9).

Igualando est�a ultima relai�on a ero se obtiene el valor de R
min

para el ual

_R es m��nimo

R
min

=

(

Ω0

2ΩΛ

)1/3

=

(

4πGρ0

Λ

)1/3

(68.12)

El valor de

_R2
min

est�a dado por

_R2
min

= 3H2
0

Ç
ΩΛΩ

2
0

4

å1/3

−
c
2

R2
= Λ1/3

Ç
3Ω0H

2
0

2

å2/3

−
c
2

R2
. (68.13)

Cuando

_R2
min

> 0 entones R(t) ree por siempre y R(t) tiende al universo o modelo

de de Sitter para valores su�ientemente grandes:
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R(t) ∝ exp

{
Ω

1/2
Λ H0t

}
, para t → ∞. (68.14)

Para el aso en el que el lado dereho de la euai�on (68.13) es negativo, entones se die

que R(t) (o el universo) es Λ dominado y puede omportarse de dos maneras distintas.

En la primera el universo es es tal que R(t) deree hasta alanzar un m��nimo para m�as

tarde inrementarse y reer inde�nidamente hasta alanzar asint�otiamente el valor dado

por la euai�on (68.14). En el segundo aso el universo se expande r�apidamente a tiempos

peque~nos, alanza un m�aximo y omo la fuerza de repulsiva no es su�ientemente intensa,

un reolapso ourre.

Los asos m�as interesantes ourren para

_R
min

≈ 0. Justamente el aso en el ual

_R
min

= 0

es onoido omo el modelo de Eddington{Lemâ�tre . Para este aso existe la posibilidad

de (a) tener un universo que se expande desde el origen en un tiempo �nito del pasado

y eventualmente alanzar�a un estado estaionario, (b) el universo se expande a partir de

un estado estaionario en el pasado in�nito. En el modelo est�atio original de Einstein,

el estado estaionario ourre en la �epoa presente. Los modelos de Eddington{Lemâ�tre

tienen edades muho mayores de H−1
0 y en el aso del modelo extremo de Eddington{

Lemâ�tre en el ual

_R
min

= 0 en el pasado in�nito la edad del universo es in�n��tamente

grande.

§69. Historia térmica del universo

Uno de los problemas m�as importantes para la osmolog��a astrof��sia es sin lugar a

dudas el entendimiento del origen y la evolui�on del ontenido del universo mismo. Estos

objetos astron�omios debieron ser \oinados" en etapas tempranas al universo. Para po-

der analizar estas etapas, es neesario entender la din�amia de universos dominados por

radiai�on y no materia (masa).

Consideremos un gas de fotones para el ual su euai�on de estado est�a dada por

p = e/3. (69.1)

Esta relai�on orresponde a un ��ndie politr�opio κ = 4/3 (f. euai�on (66.6)). La energ��a

interna por unidad de volumen propio e que ontribuye ada fot�on a la densidad de
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radiai�on est�a dada por e = hνn, donde h es la onstante de Plank, ν su freuen-

ia y n el n�umero de part��ulas (fotones) por unidad de volumen propio. Debido a que

n = n0R
−3 = n0(1 + z)3 y omo ν = ν0(1 + z), de auerdo on las euaiones (64.2) y

(65.5) respetivamente, se sigue que

e = e0(1+ z)4 = e0R
−4. (69.2)

Analiemos ahora omo var��a el espetro de un uerpo negro. Para omenzar, la ley de

Stefan{Boltzman, e = aT 4
{f. euai�on (28.15), implia que

†

T = T0(1+ z) = T0/R. (69.3)

La densidad de energ��a espetral de un uerpo negro est�a dada por la distribui�on de

Plank

e(ν)dν =
8πhν3

c3

dν

exp (hν/kT) − 1
, (69.4)

=
8πhν3

0

c3

dν0

exp (hν0/kT0) ,−1

Ä
1+ z4

ä

= (1+ z)4 e(ν0)dν0. (69.5)

De esta manera, el espetro de un uerpo negro mantiene su misma forma on la expansi�on

del universo.

Tomando la onstante osmol�ogia en las euaiones de Friedmann omo ero y utili-

zando la euai�on (69.1) se obtiene que

�R =
8πGe0

3c2
1

R3
, (69.6)

_R2 =
8πGe0

3c2
1

R2
−

c
2

R2
. (69.7)

†
El heho de que la temperatura T sea proporional al fator de esala R(t) es laro si se onsidera

al universo omo un gas ideal politr�opio de ��ndie κ = 4/3. Para esto es su�iente notar que T ∝ PV =

V−κ+1 = V−1/3
∝ R−1

.
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Hoy en d��a el universo satisfae la ondii�on R ≫ 1 y por lo tanto

R =

(

32πGe0

3c2

)1/4

t1/2, o bien e = e0R
−4 =

(

32πGe0

3c2

)

t−2
(69.8)

La radiai�on �osmia de fondo en miroondas es la mayor ontribui�on a la densidad de

energ��a de la radiai�on en el espaio intergal�atio. As��, omparando la densidad de masa

en radiai�on on la densidad de masa en materia se obtiene

ρ
rad

ρ
mat

=
aT 4

Ω0ρ (1+ z)3 c2
=

2.6× 10−5 (1+ z)

Ω0h2
, (69.9)

en donde h es la onstante de Hubble medida en unidades de 100 (km/s)/Mp, es deir,

h :=
H0

(100 km/s/Mp)
. (69.10)

De esta manera, la ontribui�on de la materia determina la evolui�on del universo para

orrimientos al rojo z ≤ 4 × 104Ω0h
2
. Cuando esta ondii�on no se umple el universo es

dominado por la radiai�on.

Si los fotones en el universo no son reados ni destruidos por la expansi�on del universo,

el oiente de fotones a bariones

†

Nγ

N
B

=
3.6 × 107

Ω0h2
(69.11)

es un invariante osmol�ogio. Este oiente es una medida del fator mediante el ual los

fotones ganan a los bariones en la �epoa presente y puede mostrarse que es proporional

a la entrop��a espe���a del universo por bari�on en la �epoa de expansi�on del universo

dominada por radiai�on.

Existen iertas �epoas importantes a lo largo de la historia t�ermia del universo. Estas

pueden listarse de la siguiente manera

✱ �

Epoa de reombinai�on . ➜ A orrimientos al rojo de z ≈ 1500 la temperatura de

la radiai�on �osmia de miroondas (T ∼ 3(1+z)K) es T ≈ 4000K. Justo a esta temperatura

hay su�ientes fotones on energ��as hν ≥ 13.6 eV para ionizar todo el hidr�ogeno neutro

†
Por bariones se entiende materia que est�a formada de protones y neutrones. Mas espe���amente, ma-

teria formada fundamentalmente por tres quarks. Los neutrinos, por ejemplo, no son onsiderados materia

bari�onia.
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del medio intergal�atio. A primera vista se ve extra~no que temperaturas tan bajas sean

apaes de ionizar el hidr�ogeno neutro pues usualmente se neesitan temperaturas del orden

de 150000K para alanzar el potenial de ionizai�on del hidr�ogeno. C�alulos detallados

muestran que el gas intergal�atio se enontraba 50% ionizado a orrimiento al rojo z ≈
1500. Esta �epoa se onoe omo la �epoa de reombinai�on ya que para tiempos menores,

el plasma pregal�atio se enontraba totalmente ionizado y para tiempos mayores este

mismo se reombin�o. Para �epoas z ∼ 6000 el helio estaba 50% ionizado y r�apidamente se

ioniza totalmente para tiempos menores.

✱ Barrera de fotones. ➜ Para orrimientos al rojo el universo se onvierte opao

a la dispersi�on de Thomson y por tanto los fotones no pueden propagarse de sus fuentes

haia la tierra a trav�es del plasma ionizado. Por esta raz�on el universo a orrimientos al

rojo mayores a z ≈ 1000 es inobservable: todos los fotones produidos a estas �epoas son

dispersados varias vees antes de que puedan propagarse haia nosotros en la tierra.

✱ �

Epoa de igualdad de densidad de masa inerial radiativa y de materia. ➜

Cuando el orrimiento al rojo es z = 4× 104Ω0h
2
entones la materia y la radiai�on haen

ontribuiones iguales a la densidad de masa (f. euai�on (69.9)) y para orrimientos al

rojo mayores que este valor el universo es dominado por radiai�on.

✱ Disoiai�on de n�uleos. ➜ Para orrimientos al rojo del orden de z ≈ 3 × 108,

uando la temperatura de radiai�on era del orden de T ≈ 10

9

K los fotones de fondo ten��an

energ��a su�iente de rayos{γ (100 eV). A estas altas energ��as los fotones energ�etios en la

distribui�on de Plank son apaes de disoiar los n�uleos d�ebiles omo el del deuterio y

helio. Evidentemente, a �epoas m�as tempranas, todos los n�uleos at�omios son destruidos.

✱ Produi�on de pares eletr�on{positr�on. ➜ Cuando el orrimiento al rojo z ≈
109 pueden produirse pares de eletrones{positrones. De heho pueden generarse tantos

pares omo pares de fotones en el universo presente. Cuando el tiempo �osmio aumenta,

estos positrones y eletrones se aniquilan dando energ��a a los fotones de la radiai�on de

fondo. Esto es �util pues de lo ontrario la radiai�on �osmia de fondo presente tendr��a una

temperatura del orden de 1000 vees inferior a los 3K.

✱ Nuleos��ntesis primordial. ➜ Una de las razones m�as fuertes por las uales la

idea de un universo en expansi�on aliente debe ser tomada seriamente es porque es apaz

de predeir la abundania de los elementos ligeros en el universo mediante el proeso

de nuleos��ntesis primordial que ourri�o a orrimientos al rojo entre z ∼ 108{109. La
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produi�on de elementos ligeros omo el helio{3, helio{4, deuterio y litio{7 no pueden ser

onstruidos en los interiores (hornos) de las estrellas ya que si estos mismos est�an mezlados

en las partes internas de las estrellas, son r�apidamente destruidos o onvertidos en espeies

m�as pesadas. Estos elementos ligeros son produidos en uesti�on de minutos, uando la

produi�on de los dem�as elementos qu��mios que onoemos toman millones de a~nos en

realizarse dentro del n�uleo de las estrellas.

✱ Barrera de neutrinos. ➜ Cuando el orrimiento al rojo es ligeramente inferior a

los z ∼ 109 se produe una barrera de neutrinos de la misma forma que ourre on los

fotones para orrimientos al rojo de z ≈ 1000.

✱ Produi�on de pares bari�on{antibari�on. ➜ Cuando z ≈ 1012, la temperatura de

fondo es tan alta que se produe un alto n�umero de pares de bariones{antibariones. Un

par es produido por ada par de fotones presentes en el universo atual. Estas ondiiones

llevan a uno de los m�as fasinantes problemas de la osmolog��a: la asimetr��a de bariones{

antibariones que onsiste en los siguiente. El universo en la �epoa presente tiene una

obvia disontinuidad entre el n�umero de bariones y antibariones (<no hay antibariones

en nuestro universo presente, lo ual es reonfortante y saludable!). Si esta asimetr��a no

hubiese existido en el universo lejano, entones el oiente entre fotones y bariones en la

�epoa atual ser��a del orden de 109 vees m�as grande que lo que se observa y habr��a un

n�umero igual de materia y antimateria en el universo atual. Esta asimetr��a se lleva a abo

por la violai�on CP (violai�on Carga{Paridad) en f��sia de part��ulas.

✱ �

Epoa de Plank. ➜ Los modelos atuales de gran uni�ai�on de part��ulas han

sido experimentalmente omprobados hasta energ��as del orden de 100GeV, lo ual implia

que probablemente podamos estar bastante seguros del omportamiento del universo hasta

tiempos �osmios t ∼ 10

−6
s. La mayor��a de los osm�ologos aeptan la visi�on del universo

hasta tiempos t ∼ 10

−3
s. Sin embargo es posible poner un l��mite f��sio a ualquier esala

de tiempo, el tiempo de Plank t
P

∼
Ä
Gh/c5

ä1/2
∼ 10

−43
s. A tiempos m�as peque~nos que

�este, estamos totalmente desonetados del universo f��sio para poder haer prediiones.

De heho, es posible que las leyes de la f��sia, tal y omo las onoemos hoy en d��a dejen

de ser v�alidas (f. nota de pie en la p�agina 301).
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§70. Origen de la estructura a larga escala

Las razones fundamentales por las uales uno debe tomar en serio el modelo est�andard

del universo menionado previamente son (a) la expansi�on del universo mediante la ley

de Hubble, (b) la gran isotrop��a del universo a larga esala, () el espetro de uerpo negro

de la radiai�on �osmia de fondo en miroondas, y (d) la abundania de los elementos

ligeros. De esta manera, la forma m�as natural de omenzar a trabajar on la estrutura del

universo es mediante el uso del modelo est�andard del universo.

A pesar de que hemos onstruido un modelo hermoso del funionamiento del universo,

este mismo es un tanto uanto idealista pues en este universo no hay galaxias, ni estrellas,

ni tierra, <ni humanos! La mejor manera de eluidar el problema es que el modelo est�andard

del universo es simplemente una aproximai�on a primer orden de la realidad. Las galaxias y

los sistemas m�as omplejos fueron formados de manera ompliada. La manera m�as simple

de expliar el origen de la estrutura del universo a larga esala se logra uando el ontraste

de densidad δρ/ρ alanza una amplitud de 1 a partir de las ondiiones iniiales que

eran homog�eneas e isotr�opias. Cuando el ontraste de densidad alanza el valor unitario,

evoluiona de manera no{lineal y r�apidamente se forman estruturas amarradas mediante

las uales la formai�on de estrellas y dem�as proesos astrof��sios se llevan aabo. El detalle

m�as preiso de omo se forma la estrutura y que tipo tiene requiere de omputo bastante

fuerte. En este ampo, uno de los grandes l��deres de la atualidad es el Mexiano Carlos

Frenk quien labora en la Universidad de Durham del Reino Unido.

Las galaxias en el universo debieron haberse formado omparativamente tarde. Esto

se ve al analizar los ontrastes de densidades promedios de objetos en la �epoa presente.

Resulta que este mismo es del orden de δρ/ρ ∼ 106 para galaxias, 1000 para �umulos de

galaxias y unos uantos para super�umulos de galaxias. Utilizando la euai�on (67.1) esto

signi�a que las galaxias no pudieron haber sido separadas de objetos gravitaionalmente

amarrados antes de orrimientos al rojo de z ∼ 100. En el aso de �umulos y super�umulos

el orrimiento al rojo es del orden de 10 y 1 respetivamente.

Para analizar omo las peque~nas perturbaiones produidas por la gravedad en un

universo en expansi�on evoluionan onsideremos las euaiones b�asias de la hidrodin�ami-

a no{relativista en su formulai�on Euleriana: la euai�on de ontinuidad (23.2), la de

Euler (24.6) y la de Poisson (26.3). Estas euaiones se pueden esribir en t�erminos de
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oordenadas Lagrangianas (derivadas totales) para obtener

dρ

dt
= −ρ∇ � v , (70.1)

dv

dt
= −

1

ρ
∇p−∇φ (70.2)

∇2φ = 4πGρ (70.3)

Estas oordenadas Lagrangianas son �utiles en el an�alisis de un universo en expansi�on porque

orresponden preisamente a las oordenadas en omovimiento del universo. La solui�on

a orden ero de las euaiones previas ourre uando v = 0. Si las dem�as variables son

onstantes (el universo es isotr�opio y homog�eneo) entones se obtiene la solui�on trivial

p = 0 y ρ = 0. Esto es un problema pues formalmente hablando, no existe una solui�on

est�atia al problema. Sin embargo, debido a que el universo est�a en expansi�on uniforme, las

soluiones a orden ero en la perturbai�on deben orresponder a valores distintos de ero

en las las antidades v0, ρ0, p0, y φ0. En otras palabras, las soluiones a orden ero deben

satisfaer el onjunto de euaiones (70.1)-(70.3) para estos �ultimos valores menionados.

Perturbemos ahora las euaiones (70.1){(70.3) a primer orden mediante la introdui�on

de las siguientes antidades

v = v0 + δv , ρ = ρ0 + δρ, p = p0 + δp, φ = φ0 + δφ. (70.4)

Tarea 24

(i) Muestra que las euaiones (70.1)-(70.3) al perturbarlas on ayuda de la relai�on (70.4)

se transforman en

dδρ

dt
+ ρ0∇ � δv = 0,

dδv

dt
=

∂δv

∂t
+ v 0 �∇δv = −

1

ρ0
∇ (δp) −∇ (δφ) ,

∇2 (δφ) = 4πGδρ,
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en donde

d

dt
:=

∂

∂t
+ v0 �∇. (70.5)

La euai�on (64.2) puede esribirse omo un \radio{vetor" de tal forma que ρ = R(t)r, as��

dρ/dt = v = _Rr+R(t)dr/dt = H(t)ρ+ R(t)dr/dt. Cuando dr/dt = 0 entones se obtiene

la ley de Hubble. De esta manera, el t�ermino R(t)dr/dt puede verse omo una peque~na

modi�ai�on a la ley de Hubble, o bien, una perturbai�on a primer orden de esta ley. De

esta manera, utilizando el heho de que v = v0 + δv , entones podemos identi�ar

δv = R(t)
dr

dt
. (70.6)

(ii) A partir de esta �ultima relai�on y las euaiones aluladas en el iniso (I) muestra

que la densidad δρ obedee (<reuerda que d/dt y ∇ no onmutan! En tu an�alisis te

ser�a �util demostrar que la suposii�on ρ0 = onst ⇐⇒ ∇ � v 0 = 0, i.e. el ujo de

Hubble es inompresible a ero orden de aproximai�on.)

d

2δρ

dt2
+ 2

_R

R

dδρ

dt
= ∇2δp+ ρ0∇2δφ. (70.7)

(iii) Para ujos adiab�atios (omo la expansi�on del universo) la presi�on y la densidad a

primer orden est�an relaionados por la veloidad del sonido c mediante la siguiente

relai�on: δp = c2δp (reuerda que c2 := (∂p/∂ρ)s). Con esto y utilizando la �ultima

relai�on del iniso (i) muestra que

d

2∆

dt2
+ 2

_R

R

d∆

dt
=

c2

R2

(

∂

∂rα

∂

∂rα

)

∆ + 4πG∆ρ, (70.8)

en donde el ontraste de densidad (o utuai�on de densidad) ∆ est�a de�nido omo

∆ :=
δρ

ρ0
=

ρ− ρ0

ρ0
. (70.9)

(iv) Busa soluiones para la euai�on (70.8) de la forma ∆ ∝ exp i(k


� r−ωt) y muestra
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que se obtiene una euai�on de onda

d

2∆

dt2
+ 2

_R

R

d∆

dt
=

{
4πGρ0 − k2c2

}
∆, (70.10)

donde k


es el vetor de onda en oordenadas de omovimiento y est�a relaionado

on el vetor de onda propio k mediante la relai�on k


= Rk.

La primera solui�on de la euai�on (70.10) ourre uando el medio se expande de

manera onstante, de tal forma que

_R = 0 y as�� la relai�on de dispersi�on para ondas de la

forma ∆ = ∆0 exp i (k � r −ωt) est�a dada por

ω2 = c2k2 − 4πGρ0 (70.11)

El signi�ado de esta relai�on es laro. Primeramente, si ω2 > 0 entones las soluiones

son osilatorias. Esribiendo λ = 2π/k se obtiene que las osilaiones estables son enon-

tradas para asos en los uales las longitudes de onda son menores a la longitud de onda

de Jeans λ
J

de�nida por

λ
J

=
2π

k
J

= c

(

π

Gρ0

)1/2

. (70.12)

El aso ω2 < 0 orresponde a modos inestables uyas soluiones son

∆ = ∆0 exp (Γt+ ik � r), donde Γ = ±
…{

4πGρ0
Ä
1− λ2

J

/λ2
ä}

. (70.13)

Para el aso en el que λ ≫ λ
J

, la taza de reimiento Γ = ±
»
(4πGρ0), y por lo tanto, el

tiempo arater��stio τ para que la inestabilidad ourra est�a dado por

τ = 1/
»
(4πGρ0) ∼ 1/

»
(Gρ0). (70.14)

Este an�alisis orresponde al riterio de estabilidad de Jeans que se vio en la sei�on §25.

Para resolver totalmente la euai�on (70.10) es neesario utilizar las soluiones orres-

pondientes a las euaiones de Friedmann. Ya que lo m�as interesante para nosotros son

las inestabilidades para longitudes de onda grandes, onsideremos el l��mite λ ≫ λ
J

. As��, la

euai�on (70.10) puede esribirse omo
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d

2∆

dt2
+ 2

_R

R

d∆

dt
= 4πGρ0∆ (70.15)

Tarea 25

(i) Para el aso del universo de Einstein{de Sitter (Ω0 = 1), R(t) est�a dado por la

euai�on (67.7). Muestra on esto que la euai�on (70.15) puede reesribirse omo

d

2∆

dt2
+

4

3t

_R

R

d∆

dt
−

2

3t2
∆ = 0 (70.16)

Busa soluiones a esta euai�on de la forma ∆ ∝ tn y muestra que las soluiones

a la euai�on algebraia que se enuentra al sustituir este valor de ∆ en la euai�on

diferenial, euai�on (70.16), tiene soluiones n = 2/3, −1. Las soluiones on n =

−1 orresponden a un modo de deaimiento y la solui�on n = 2/3 es la solui�on

orrespondiente al modo de reimiento del ontraste de densidades. Muestra que

para este aso

δρ

ρ
∝ R = (1+ z)−1 . (70.17)

Esta euai�on es sumamente importante, pues ontrario a lo que suede para el aso

_R = 0 donde el reimiento del ontraste de densidades se lleva a abo de manera

exponenial, este reimiento ourre algebraiamente aqu��.

(ii) En el universo de Milne (Ω0 = 0), la euai�on (67.9) implia que R(t) = H0t. Muestra

que la relai�on (67.3) es en este aso

d

2∆

dt2
+

2

t

d∆

dt
= 0. (70.18)

Enuentra soluiones del tipo ∆ ∝ tn y muestra que n = 0, −1 son soluiones. El

modo n = 1 deae, mientras que el otro modo implia que el ontraste de densidades

es onstante

∆ = onst. (70.19)

Este resultado no es de extra~narse pues si no hay materia, no debe haber raz�on alguna
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para que las perturbaiones en la densidad se ampli�quen.

Para �epoas tempranas del universo, las perturbaiones primordiales se enuentran

en la etapa de dominai�on por radiai�on. Por tanto es importante analizar el aso del

reimiento de perturbaiones para un gas relativista.

Tarea 26

(i) Utilizando la relai�on alulada en la sei�on §22

∂(wuk)

∂xk
− uk ∂p

∂xk
= 0,

muestra que

d

dt

{Å
ρ+

p

c2

ã
γ
}
=

Å
ρ+

p

c2

ã
γ∇ � v +

γ

c2

dp

dt
, (70.20)

donde γ es el fator de Lorentz para la veloidad v . Si onsideramos que el movimien-

to miros�opio del gas es relativista (la euai�on de estado orresponde a la de un gas

ultrarelativista), pero su movimiento maros�opio es no{relativista (γ ∼ 1+ v

2/2c2)

entones muestra que la euai�on (70.20) que representa la onservai�on de la energ��a

toma la forma

dρ

dt
= −

4

3
ρ (∇ � v) . (70.21)

(ii) Cuando el ampo gravitaional tiende a su l��mite Newtoniano, la omponente tem-

poral g00 del tensor m�etrio est�a dada por la euai�on (46.10). Muestra utilizando la

euai�on (47.25) o de alguna otra manera que en este l��mite, la omponente temporal

del tensor de Rii est�a dada por

R00 =
4πG

c4
(e+ 3p) . (70.22)

En el aso partiular en que se onsidere polvo, muestra on ayuda de la euai�on de

Poisson (26.3) que �esta �ultima euai�on implia

R00 =
1

c2
∇2φ. (70.23)
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De heho, si se toma el l��mite Newtoniano dado por la euai�on (46.10), puede mos-

trarse (<uando tengas tiempo de sobra y quieras haer �algebra laboriosa por unas

uantas horas no dudes en haerlo!) que el potenial gravitaional Newtoniano φ est�a

relaionado on R00 mediante la euai�on (70.23). Finalmente, utilizando las eua-

iones (70.22) y (70.23) muestra que la euai�on de Poisson generalizada est�a dada

por

∇2φ = 4πG

{
ρ+

3p

c2

}
. (70.24)

Esta euai�on es v�alida para un gas relativista on movimientos maros�opios no{

relativistas

†
.

La �ultima relai�on que se neesita para el an�alisis es la euai�on de Euler (70.2) pues los

movimientos maros�opios del uido son no{relativistas.

(iii) Compara las euaiones (70.21), (70.24) y (70.2) on las euaiones (70.1)-(70.3)

y muestra que la euai�on que desribe el reimiento de la inestabilidad para el

ontraste de densidades ∆ de�nido por la euai�on (70.9) est�a dada por

d

2∆

dt2
+ 2

_R

R

d∆

dt
=

32πGρ0

3
∆ (70.26)

(iv) Finalmente, enuentra soluiones de la forma ∆ ∝ tn a esta �ultima relai�on y utiliza

el heho de que el fator de esala est�a dado por la euai�on (69.8) para mostrar que

∆ ∝ R2 ∝ (1+ z)−2
(70.27)

Para �nalizar esta sei�on menionemos brevemente las onseuenias de los resultados

obtenidos. Para orrimientos al rojo tales que Ω0z > 1 la din�amia del universo r��tio

es valida y por lo tanto R ∝ t2/3. As��, el reimiento de la inestabilidad est�a dado por la

†
Cuando hayas tenido ese tiempo de sobra para alular diretamente la euai�on (70.23), te ser�a f�ail

entones mostrar que la omponente temporal de la euai�on (47.25) est�a dada por

1

2
∇

2
g00 =

8πG

c
4

(

T00 −
1

2
g00T

k
k

)

, (70.25)

de donde se sigue de inmediato la euai�on de Poisson generalizada (70.24). De heho, la euai�on (70.25)

es otra manera mas de esribir la euai�on de Poisson generalizada.
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euai�on (70.17). Para orrimientos al rojo menores a 1/Ω0 esta estabilidad ree muho

m�as lenta y uando Ω0 = 0, la estabilidad permanee onstante. Para universos dominados

por radiai�on el reimiento est�a dado por la euai�on (70.27).

En la �epoa presente para la ual existen diversas estruturas omo las galaxias, el

sistema solar, la tierra, sol y humanos es laro entones que que ∆ ≥ 1 a z = 0. Las

observaiones de la radiai�on �osmia de fondo en miroondas muestran que en la �ultima

super�ie de dispersi�on, uando z ≈ 1000, las amplitudes en las utuaiones de la densidad

∆ = δρ/ρ ≥ 10−3
. Ahora bien, para un universo politr�opio (p ∝ ρκ) que se expande

adiab�atiamente δT = (∂T/∂ρ)sδρ = (κ − 1)δρ T/ρ. En otras palabras, uando κ = 4/3 se

obtiene

δT

T
=

1

3

δρ

ρ
(70.28)

De esta manera las utuaiones en la temperatura son mayores a una parte en 103.

Esto est�a dos ordenes de magnitud por debajo de las utuaiones que se observan en la

radiai�on �osmia de fondo en �angulos mayores a 10

◦
. La manera de solventar este pro-

blema es asumiendo que el material intergal�atio se enuentra totalmente ionizado para

orrimientos al rojo menores a z ∼ 1500 de tal manera que se obtiene una profundidad �opti-

a su�ientemente grande para la dispersi�on de Thomson, la ual es apaz de amortiguar

la amplitud de las utuaiones en la temperatura.

§71. Materia oscura

Los �alulos de la masa de las estrellas en un �umulo utilizando el produto de la

luminosidad total visible por el oiente de masa{luminosidad M/L de una galaxia t��pia

implia que la masa estelar de una galaxia M⋆ ∼ 1013−1014M⊙. Esto resulta en un onito

on las estimaiones din�amias que se obtienen mediante el teorema del virial,

M
din

≈ v

2R

G
. (71.1)

donde v es la veloidad de dispersi�on de las omponentes radiales de veloidad de los

miembros gal�atios. Resulta que M
din

∼ 1014 − 1015M⊙ ∼ 10M⋆. Esto india que existe

materia osura entre las galaxias de un �umulo gal�atio. Esta materia osura fue prediha
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primeramente por Zwiky en la d�eada de los 1930's. En oasiones se le denomina tambi�en

la masa perdida, aunque realmente deber��a llamarse luz perdida.

A primera vista, esto no deber��a ausar ning�un problema pues uno puede pensar que

existen muhas osas en el universo que no emiten radiai�on, es deir, son materia osura

omo por ejemplo ladrillos, estas notas impresas en papel, planetas, por menionar algunas.

A este tipo de materia osura \normal" formada por protones, eletrones y neutrones se

le denomina materia osura bari�onia. Resulta que uando se haen las estimaiones de

la materia osura bari�onia, esta no ayuda para expliar las anomal��as din�amias antes

menionadas. Es por esta raz�on que se ha postulado la existenia de materia osura no{

bari�onia (o simplemente materia osura omo se le denomina mas freuentemente) para

poder resolver este onito. A la feha no se ha detetado este tipo de materia osura en

el laboratorio y debido a su naturaleza, es de esperarse que sea de una interai�on muy

d�ebil.

La materia osura tambi�en puede ser detetada mediante observaiones en rayos{X y

es observada en galaxias de tama~nos su�ientemente grandes. Para estas �ultimas galaxias

individuales, los resultados indian que las galaxias est�an rodeadas de halos masivos de

materia osura. Las mejores estimaiones indian que la masa bari�onia en un �umulo de

galaxias onstituye aproximadamente el 10% de la masa total asoiada al mismo. Por si

fuera poo, los modelos de formai�on gal�atia en osmolog��a requieren que exista materia

adiional no{bari�onia para poder expliar la pronta formai�on de estrutura en el uni-

verso. De heho, los mejores modelos osmol�ogios a la feha son aquellos on onstante

osmol�ogia Λ y que requieren de materia osura fr��a (Cosmolog��a Λ{CDM por sus siglas

en ingl�es: \Cold Dark Matter"). Las mas reientes observaiones astron�omias muestran

que el ontenido energ�etio de esta materia osura debe onstituir ∼ 26% de la energ��a

total del universo. Solamente un ∼ 3.5% de esta energ��a total es debida a materia osura

bari�onia, enontrada prinipalmente en enanas af�es que son estrellas muy semejantes al

planeta J�upiter. La materia bari�onia brillante, i.e. en forma de estrellas, onstituye tan

solo el ∼ 0.5% del total energ�etio. Finalmente, los fotones de la radiai�on �osmia de fondo

onstituyen ∼ 0.005%. El ∼ 70% restante se enuentra en forma de energ��a osura omo

desribiremos brevemente en la sei�on §73.

Estas ideas pareen totalmente naturales y perfetamente v�alidas. Sin embargo, el heho

de no haber detetado diretamente la dihosa materia osura (a pesar de haberse dise~nado
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experimentos muy so�stiados durante los �ultimos 20 a~nos, ha puesto en tela de juiio su

existenia por una minor��a de investigadores, que a~no on a~no se inrementa, a lo largo

del planeta.

En la d�eada de los 1980's, Milgrom propuso que la raz�on por la ual las urvas de rota-

i�on de las estrellas que giran alrededor de una galaxia son omo son (i.e. no tienen per�les

Keplerianos) es debido a que la ley de gravitai�on de Newton debe ser modi�ada uan-

do las aeleraiones que at�uan sobre las masas orbitantes (estrellas) son su�ientemente

grandes. Esta modi�ai�on a la ley de Newton, onoida omo teor��a de la din�amia

modi�ada (MOND {Modi�ed Newtonian Dynamis) dita que para aeleraiones a que

satisfaen a ≪ a0 = 10

−8
m/2s ≈ cH0 se debe umplir que

a2

a0
= −

GM

r2
. (71.2)

La onstante de Milgrom a0 tiene dimensiones son de aelerai�on. No se sabe muho on

respeto a los fundamentos te�orios que tal predii�on tendr��a. Lo ierto es que es una

reeta bastante simple de apliar y ha pasado diversas pruebas experimentales. A�un falta

bastante para onluir si la teor��a de MOND es ierta. La euai�on (71.2) muestra que el

lado izquierdo de la euai�on de gravitai�on universal de Newton (la din�amia) ha sido

modi�ada. Uno podr��a arreglar esta euai�on omo para que la modi�ai�on se tuviera

en el lado dereho de la euai�on y por lo tanto tener una modi�ai�on de la fuerza de

gravitai�on. Milgrom pre�ere deir que es la din�amia la que se modi�a, pero no existe

ning�un argumento emp��rio o te�orio para tal elei�on. Una de los motivos por los uales los

astr�onomos anti{MONDianos han ritiado severamente a esta teor��a es por su ar�ater

no{relativista. Sin embargo, en el a~no 2004, Bekenstein propuso una de las teor��as mas

ompliadas (MOND relativista) que ha visto la humanidad para evitar este problema.

A la feha, la batalla entre materia osura y MOND paree lejana de onluir. Hay una

antidad muy grande de trabajo realizado alrededor de las ideas de materia osura, sin

embargo, las ideas de modi�ar la gravitai�on a esalas osmol�ogias tienen ada vez mas

seguidores. Una osa es ierta: la raz�on la dar�a �uniamente el experimento y no teor��as

buenas o malas.
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§72. Inflación

A pesar de que el modelo de la osmolog��a aliente es exelente en predeir y dar

uentas de bastantes observaiones, padee gravemente de iertos problemas b�asios. El

m�as obvio de todos se debe al alto grado de isotrop��a que presenta la radiai�on �osmia

de fondo en esalas menores a 10

◦
en el plano del ielo y on desviaiones de una parte en

105 para �angulos mayores. La posibilidad de la uniformidad del universo a larga esala es

dif��il de expliarse ya que en el modelo est�andard osmol�ogio, el universo se desenvuelve

demasiado r�apido para permitir que un equilibrio de esta forma se lleve aabo por medio

de los proesos omunes mediante los uales un sistema llega al equilibrio termodin�amio.

La raz�on por la que esto no es posible es debido a la transmisi�on de informai�on. La

veloidad de la luz tiene un valor �nito y por lo tanto regiones ausalmente desonetadas

en el universo deber��an estar lejos de un equilibrio termodin�amio. La distania m�axima

reorrida por la luz desde el prinipio del universo hasta una �epoa se denomina distania

del horizonte o simplemente horizonte . En el modelo est�andard de la osmolog��a, las

se~nales de la radiai�on �osmia de fondo en miroondas reibidas en la tierra a partir

de direiones opuestas en el ielo se originaron a una distania de 90 vees la distania

del horizonte uando fueron emitidas. Estas regiones no estaban en ontato ausal. Por lo

tanto es dif��il ver omo es posible que estas dos regiones hayan evoluionado de tal manera

que sus propiedades fuesen las mismas. Este problema que presenta el modelo est�andard

de la osmolog��a es onoido omo el problema del horizonte.

Para ilustrar el problema del horizonte mediante un ejemplo onsideremos una galaxia

separada de nosotros hoy en d��a por una distania de 10

9

a~nos luz. Como la edad del uni-

verso es t0 ∼ 1 − 2× 10

10

a~nos, entones abe la posibilidad de interambiar 10−20 se~nales

entre esa galaxia y nosotros. Ahora bien, en la �epoa de reombinai�on, uando el fator

de esala R = 10−3R(t0), la separai�on entre nosotros y esta galaxia fue de 10

6

a~nos luz.

Utilizando el heho de que R ∼ t2/3, de auerdo on la euai�on (67.7), entones la distania

entre nosotros y aquella galaxia distante no se enuentra 103 vees m�as erana. De heho

se enuentra 109/2 m�as erana. De esta manera no existe la posibilidad de interambiar

ni siquiera una sola se~nal entre ambas galaxias.

El siguiente problema que presenta el modelo est�andard es el problema de aplanado

del universo. Es dif��il ver omo el universo debe poseer un aplanado notable hoy en d��a

Copyleft



Sergio Mendoza <sergio�mendozza.org>, http://www.mendozza.org/sergio



300 VIII COSMOLOGÍA

y por tanto en sus �epoas tempranas on tanta preisi�on. De�nitivamente este valor debi�o

haber sido puesto en las primeras etapas del universo y es una ondii�on que debe ser

seleionada naturalmente on muho uidado, de lo ontrario Ω0 ser��a muy distinta de la

unidad hoy en d��a (f. euai�on (67.18)).

Finalmente la homogeneidad del universo a larga esala resulta un problema, pues no

existe una uniformidad a esalas ortas en el universo omo todos nosotros sabemos. Por

ejemplo, un gas normal en equilibrio t�ermio es bastante inhomogeneo por los movimientos

azarosos de las part��ulas internas al mismo. Estas utuaiones en el valor homog�eneo de la

presi�on y densidad debieron haberse llevado aabo en las etapas tempranas del universo.

A esta peuliaridad del estado iniial de la materia se le onoe omo el problema de

suavizado en el modelo est�andard de la osmolog��a.

Para poder expliar los fen�omenos que ourren en el modelo est�andard de la osmolog��a

es neesario mezlar ingredientes de osmolog��a, astrof��sia y f��sia nulear. Sin embargo,

en etapas muy tempranas del universo es neesario utilizar otras ramas de la f��sia. En estas

�epoas del universo la temperatura es tan grande que toda la materia es desompuesta en

sus omponentes fundamentales en forma de part��ulas elementales. Evidentemente estas

etapas del universo requieren del uso de las teor��as de part��ulas elementales. De todos los

modelos de part��ulas elementales, el m�as fundamental de todos es la teor��a de la gran

uni�ai�on . Esta teor��a onsiste en que las uatro fuerzas de la naturaleza: la gravitai�on,

la eletromagn�etia, la d�ebil y la fuerte forman parte de una misma y �unia gran fuerza

uni�ada. Esenialmente, en esta teor��a, una simetr��a pone una relai�on entre dos fuerzas.

Las uatro fuerzas de la naturaleza en el universo presente son bastante diferentes y por

tanto la teor��a �osmia en etapas tempranas es onstruida de tal forma que la sim�etria es

rota espont�aneamente en el universo atual

†
.

La teor��a de gran uni�ai�on muestra que el n�umero de bariones no se onserva. Esto

quiere deir b�asiamente que el prot�on tiene una vida media la ual resulta ser bastante

†
Un rompimiento espont�aneo de simetr��a es aquel mediante el ual el estado de equilibrio de un sistema

se enuentra esondido. Por ejemplo, un l��quido desrito por leyes f��sias que son sim�etrias rotaionalmente,

es sim�etrio rotaionalmente en si mismo. En otras palabras, la distribui�on de sus mol�eulas se ve igual

sin importar el �angulo al ual se observa el l��quido. Cuando el l��quido se enfr��a los �atomos se arreglan a

manera de ristales a lo largo de sus ejes ristalogr�a�os y la simetr��a rotaional se rompe. De esta manera

uando la temperatura de un sistema on simetr��a rota se inrementa puede llevarse a un estado (semejante

a una transii�on de fase) mediante el ual la simetr��a es preestableida.
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grande: ∼ 10

30

a~nos para temperaturas bajas. Sin embargo para temperaturas altas, los

ambios en el n�umero de bariones se presentan de manera m�as om�un.

Naturalmente, al ombinar el modelo est�andard de la osmolog��a on las teor��as de

gran uni�ai�on es posible entender la asimetr��a de bariones{antibariones que existe en el

universo. El exeso de materia sobre antimateria se lleva aabo a temperaturas menores a

la temperatura r��tia de rompimiento de simetr��a.

El problema del horizonte se debe al heho de que la gravedad produe una desaele-

rai�on en la expansi�on �osmia, es deir, R(t) ∝ tn on n < 1. La manera de evadir este

problema es proponiendo una solui�on mediante la ual el universo se expanda de manera

exponenial aelerada a tiempos menores a los de la fase de reimiento tn. De esta manera

en un universo aelerado existe la posibilidad de tener regiones del universo ausalmente

onetadas en el pasado de tal manera que pudiesen haber estado oordinadas antes de la

�epoa inaionaria.

La manera en la que el modelo inaionario funiona es prediiendo una �epoa de

reimiento exponenial R(t) ∝ et (f. sei�on §68). Esta situai�on debi�o haber ourrido en

etapas posteriores a la ual, la energ��a del universo kT ∼ 10

15

GeV, m�as o menos uando el

tiempo �osmio era menor a ∼ 10

−36
s, uando el universo ten��a unos uantos ent��metros

de tama~no.

De ualquier forma, es importante notar que el universo debi�o haber emergido de una

regi�on ausalmente onetada no m�as grande que la esala de Plank

†
. De esta manera,

omo t0 ∼ 10

10

a~nos ∼ 10

17

s, entones t0 ≈ 10

60t
Plank

. Por lo tanto, lo �unio que hay que

haer es que el universo reza m�as all�a de los 1060 vees que se ha inrementado desde la

†
George Johnstone Stoney en la d�eada de los 1870's fue la primer persona en darse uenta que

utilizando iertas onstantes fundamentales de la f��sia era posible onstruir una longitud, una masa y

un tiempo arater��stio. En efeto, utilizando la arga del eletr�on e, la onstante de gravitai�on de

Newton G y la veloidad de la luz c �el onstruy�o una masa m
J

= (e2/G)1/2 ∼ 10

−10
kg, una longitud

l
J

= (Ge2/c4)1/2 ∼ 10

−37
m y un tiempo t

J

= (Ge2/c6)1/2 ∼ 10

−46
s. De manera independiente, Max

Plank utiliz�o para onstruir estas dimensiones fundamentales a la onstante de Plank �h, la onstante

de gravitai�on universal de Newton y la veloidad de la luz. Con estas antidades, es f�ail enontrar una

ombinai�on de las mismas on dimensiones de tiempo, denominada el tiempo de Plank t
P

, uyo valor es

t
P

=

(

Gh

c
5

)1/2

∼ 10

−43
s (72.1)

Con esto, la longitud de Plank l
P

queda determinada por

lP = ct
P

=

(

Gh

c
3

)1/2

∼ 10

−35
m. (72.2)
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�epoa de Plank. Claramente esto es posible mediante un reimiento exponenial.

En los modelos de gran uni�ai�on de la f��sia, al uantizar los ampos y utilizar el

prinipio de inertidumbre existe la posibilidad de tener utuaiones inluso uando el

valor del ampo sea nulo. Esto signi�a que el va��o omo tal posee una energ��a ρ
v

c
2
y

una presi�on distinta de ero p
v

. Como vimos en la sei�on §68 al expandir un pedazo

de volumen de va��o, su energ��a se inrementa por un fator ρ
v

c
2δV . Es deir, el trabajo

p
v

δV = −ρ
v

c
2δV , por lo que la presi�on del va��o tiene un valor negativo: p

v

= −ρ
v

c
2
. Esto

orresponde a un valor de la onstante osmol�ogia dado por la euai�on (68.7). La solui�on

a la euai�on de Friedmann para este aso est�a dada por la euai�on (68.14) para tiempos

su�ientemente grandes. De esta manera es posible entonar la solui�on de tal manera que se

pueda tener ontato ausal entre distintas regiones. La expansi�on exponenial resuelve el

problema de aplanado de manera obvia. Si iniialmente el radio de urvatura ten��a un valor

distinto de in�nito, el r�apido reimiento del universo se enarga de aplanarlo y suavizarlo

de tal manera que la urvatura del universo sea nula.

El gran problema que presenta la inai�on es el heho de que el universo sea apaz

de super{enfriarse de tal manera que la densidad de masa (en materia osura y visible)

sea la dominante en el universo atual. De heho, la fase de reimiento exponenial debe

terminar abruptamente para que exista un realentamiento del universo a temperaturas

Finalmente la masa de Plank m
P

est�a dada por

m
P

=

(

hc

G

)1/2

∼ 10

−8
kg . (72.3)

La raz�on fundamental por la ual el an�alisis de Plank tiene sentido f��sio es la siguiente. Imaginemos

que deseamos haer un sondeo de una regi�on del espaio uyo tama~no arater��stio est�a dado por x.

Para poder desribir este pedazo de espaio es neesario que se utilie una \part��ula de prueba" uya

dimensi�on arater��stia (digamos su di�ametro) λ sea menor o de perdida igual al tama~no x (evidentemente

entre menor sea el tama~no de la part��ula de prueba, mejor se har�a el sondeo de esta regi�on del espaio).

Imaginemos ahora que la regi�on del espaio que se quiere desribir es exesivamente peque~na. Tanto, que

su desripi�on requiere de un an�alisis u�antio. La longitud arater��stia λ de la part��ula de prueba on

masa m est�a aproximadamente determinada por su longitud de onda de de Broglie on veloidad igual a la

de la luz (i.e. mas o menos la longitud de onda de Compton) dada por λ := h/mc. Ahora bien, la part��ula

de prueba puede ser tan peque~na omo queramos, siempre y uando su longitud sea mayor al radio de

Shwarzshild r
S

≈ GM/c2, es deir: λ ≥ r
S

. Cuando la desigualdad anterior se invierte la part��ula de

prueba se onvierte en un agujero negro y no hay manera de sondear un espaio on dimensiones tan o

mas peque~nas que esta. La desigualdad anterior implia que m ≤ m
P

, t ≥ t
P

y que l ≥ l
P

. Por lo tanto,

<las dimensiones y los tiempos uyos valores son menores a los de Plank no son posibles de medir! Las

part��ulas de prueba utilizadas para sondear estas regiones del espaio{tiempo <se onvierten naturalmente

en agujeros negros!
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su�ientes para sintetizar bariones.

Atualmente varias teor��as favoreen a la inai�on a�otia. En este modelo no hay una

singularidad iniial del universo simple. Por el ontrario, el universo puede extenderse

muh��simo m�as all�a de los 10 − 20 mil millones de a~nos que presenta el radio de Hubble.

Poo a poo, nuevas galaxias y objetos apareer�an dentro del radio de Hubble a medida

que el reloj que mide el tiempo �osmio avanza. De heho, lo que ahora llamamos nuestro

universo puede bien ser parte de un ensamble m�as grande de un ilo reprodutivo eterno de

distintos universos. Cada uno de estos universos no se enuentran ausalmente onetados

en la �epoa presente, sin embargo provienen de un anestro om�un. En ada uno de estos

universos la forma en la que se llevaron aabo los rompimientos espont�aneos de simetr��a

pudo haberse llevado de distinta manera y solamente en alguno de ellos (omo el nuestro)

la f��sia se mani�esta omo la peribimos. Esta idea de tener m�ultiples universos se le

onoe omo teor��a de multiuniversos. La perfeta entonai�on de las fuerzas f��sias, as��

omo la de las onstantes fundamentales de la f��sia (e.g. arga del eletr�on) es entones

apaz de dar origen a la vida omo la peribimos en el sistema solar. Estos argumentos

dan lugar al famoso prinipio antr�opio primeramente formulado por Dike en la d�eada

de los 1960s. Este prinipio dita que las leyes de la f��sia, as�� omo de las onstantes

fundamentales de la naturaleza son justamente omo deben de ser, es deir, est�an hehas

on tal preisi�on que un movimiento m��nimo de las mismas impedir��an la existenia de

varios objetos f��sios en el universo, omo la vida humana por poner un ejemplo. Esto es

todo un tema on impliaiones f��sias y �los�o�as iertamente severas, pero en los �ultimos

a~nos ha renaido on aun m�as fuerza este prinipio graias a las observaiones hehas on

supernovas en galaxias distantes omo veremos a ontinuai�on.

§73. Enerǵıa oscura

La tenolog��a atual permite observar eventos de supernovas que ourren en distintas

galaxias. Las supernovas de tipo Ia funionan omo velas est�andares en el sentido de que su

luminosidad es la misma independientemente del fen�omeno observado. En otras palabras,

el espetro siempre tendr�a la misma forma al ser observado en la tierra. En la tierra

observamos el ujo de esta emisi�on, y omo se onoe su luminosidad es posible alular

la distania a la que ourre el evento. En otras palabras, el observar supernovas de este
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tipo en diversas galaxias permite realizar mediiones de tal forma que diversos par�ametros

fundamentales del universo omo Ω0, ΩΛ, H0, q0, et. pueden ser alulados.

Resulta que de todas las observaiones atuales (rayos-X, �optio y radio), el ontenido

energ�etio de la materia visible m�as la el asoiado a la materia osura m�as la de energ��a en

radiai�on observada en la radiai�on �osmia de fondo representan �uniamente una terera

parte de la energ��a total en el universo (f. sei�on §71). Adem�as, al medir on preisi�on

el reeso de las galaxias resulta que estas se est�an aelerando on muho mayor fuerza

que la que ualquier modelo osmol�ogio indiar��a. Esto signi�a que existe una nueva

fuente de energ��a, la energ��a osura que est�a asoiada naturalmente a ada mil��metro

�ubio en todo el espaio y que representa los dos terios faltantes de la energ��a total en

el universo. El ar�ater de esta fuente es repulsivo. A primera vista, todo pareer��a que es

el va��o el que de alguna manera est�a involurado. El problema on utilizar al va��o omo

energ��a osura es que su fuerza ser��a exesivamente grande y se manifestar��a enormemente

en la aelerai�on de las galaxias. Por si fuera poo, las teor��as de uni�ai�on ombinadas

on la teor��a de supersimetr��a dan una anelai�on exata al va��o. Si la anelai�on fuese

imperfeta deber��a ser asi nula (on una preisi�on de 120 lugares deimales) y por tanto

�este tan perfeto entonamiento del universo no paree fatible.

En la �epoa presente, la materia y la energ��a osura poseen densidades de energ��a

omparables. Por esta raz�on, en el pasado del universo, la onstante osmol�ogia debi�o

haber tenido el mismo valor que el de hoy en d��a. De tal forma que uando el universo

era 100 ordenes de magnitud m�as denso que el universo atual (109 a~nos) por ada 10100

partes de materia, los proesos f��sios rearon una y sola una parte de energ��a del va��o.

Esto es dif��il de reer.

Los griegos desribieron al universo ompuesto por uatro elementos: tierra, aire, agua

y fuego. Denominaron a una sustania espeial que deten��a a la tierra, luna y planetas para

no aer haia la esfera eleste. Esta quinta sustania, o quintaesenia es la que ha dado

nombre a la teor��a atual orrespondiente a la energ��a osura en el universo. Realmente

existen m�as teor��as, pero �esta paree ser la de mas aeptai�on al presente.

En la teor��a de la quintaesenia existe una aelerai�on produida en tiempos reientes

del universo. La presi�on de la quintaesenia es menos negativa que la del va��o y var��a

on el tiempo. De esta manera, se produe una aelerai�on moderada de las galaxias en la

�epoa atual. La euai�on de estado de la quintaesenia es
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p
x

= ωc
2ρ

x

. (73.1)

A diferenia de los modelos de va��o on ω = −1, la euai�on de estado para la quin-

taesenia puede variar siendo positiva, negativa o ero. La terera euai�on de Friedmann

muestra naturalmente que para tener repulsi�on se debe umplir que ω ≤ 1/3. Hoy en d��a

estamos en una �epoa en la u�al observamos ω ∼ −1. El punto lave es identi�ar a la

quintaesenia on un ampo u�antio a priori desonoido. Por si fuera poo, al igual que

on la onstante osmol�ogia, es dif��il pensar la forma en la que el universo debi�o haber

sido reado on tanta preisi�on omo para tener la aelerai�on observada hoy en d��a. De

esta manera, existe la posibilidad de pensar en un prinipio antr�opio. La manera de salir

del prinipio antr�opio es modelar al ampo omo un atrator global de tal forma que,

independientemente de las ondiiones iniiales, se llegue al mismo resultado a medida

que avanza el tiempo. No obstante, es dif��il imaginar en que �epoa y por qu�e justo en

la nuestra es uando la quintaesenia tiene un papel fundamental en la din�amia del uni-

verso. Hasta el momento todo paree indiar que existe un momento lave en el ual la

quintaesenia podr��a haber omenzado a dominar: la super�ie de la �ultima dispersi�on de

la luz. Es evidente que ualquiera que sea el ausante de la energ��a osura, este fen�omeno

f��sio determinar�a el futuro y destino del universo.

Nuevamente, las ideas de energ��a osura y quintaesenia son bastante populares hoy en

d��a. Sin embargo existen alrededor de ino teor��as alternativas a las ideas menionadas

anteriormente. Para no entrar en detalle inneesario solamente menionar�e que quiz�as

el rival mas fuerte de la energ��a osura es una modi�ai�on de la teor��a general de la

gravitai�on de Einstein. Estas teor��as m�etrias de la gravitai�on haen que la ai�on de

masa y energ��a en el universo a gran esala produzan de manera muy natural una repulsi�on

entre las galaxias. La raz�on �nal la tendr�a solamente el experimento y no queda mas que

observar el desarrollo de todas estas teor��as y sus onseuenias observaionales.

§74. El destino del universo

A pesar de que la f��sia que prevalee en los primeros instantes desde la reai�on del

universo (t . 10

−3
s) es bastante alentadora, es dif��il tener bases experimentales para la
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misma, indiretas y sobre todo diretas, que puedan dar solidez a la misma. De esta manera,

existe un rango de tiempos que se extiende 40 ordenes de magnitud, desde el tiempo de

Plank 10

−43
s hasta t ∼ 10

−3
s, donde no podemos estar seguros de nuestro entendimiento

de la mirof��sia que debi�o haber dominado al universo. La esala de tiempo sobre la u�al

podemos estar seguros de nuestro entendimiento del universo se extiende 12 ordenes de

magnitud, desde t ∼ 10

−3
s hasta t0 ∼ 10

9

s. Este �ultimo intervalo de tiempo est�a dividido

en dos partes. El intervalo en el ual 10

−3
s < t < 10

3

s y el intervalo de tiempo tard��o donde

t > 10

3

s. El primer intervalo de tiempo requiere del onoimiento de f��sia b�asia bastante

inierta y espeulativa. Es en esta esala de tiempo donde el aplanado del universo, el

n�umero de bariones omparado on n�umero de fotones, las utuaiones primordiales de

la radiai�on �osmia de fondo, la materia osura ex�otia y la energ��a osura son reados.

La segunda etapa onstituye el modelo aliente del universo y es donde se produen los

elementos ligeros y donde la radiai�on de uerpo negro del gas primordial del universo

deja de ser opaa. Este segundo intervalo de tiempo es de ierta manera, f�ail de alular

puesto que existe homogeneidad y aplanado del universo. La �ultima etapa se da despu�es

de la reombinai�on de los elementos. De aqu�� se sigue la reai�on de las galaxias, los

�umulos de galaxias y los super�umulos de galaxias. Esta �ultima regi�on es prinipalmente

el trabajo de los astr�onomos y es ompliada pues representa la manifestai�on de toda la

f��sia existente.

Sea ual sea el iniio del universo, es tambi�en importante saber ual ser�a su �nal.

B�asiamente esto depende de la urvatura del mismo y del omportamiento de la energ��a

osura y la energ��a del va��o. Hoy en d��a todo paree indiar que el universo se expandir�a

por siempre. De ualquier manera, analiemos r�apidamente los destinos del universo sin

tomar en uenta la energ��a osura atual y tomando en uenta que la energ��a del va��o es

despreiable en la �epoa presente.

✲ Universo en reolapso (errado). ➜ Si el tiempo t = 0 orresponde al tiempo del

reolapso (lo opuesto de la gran explosi�on), entones existen diversas �epoas importantes

a destaar para el universo

⋆ t ∼ −109 a~nos . ➜ C�umulos de galaxias se amalgaman

⋆ t ∼ −108 a~nos . ➜ Las galaxias se amalgaman entre s��.

⋆ t ∼ −106 a~nos . ➜ Las estrellas se mueven a veloidades relativistas.
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⋆ t ∼ −105 a~nos . ➜ La temperatura del ielo es m�as aliente que la temperatura de la

super�ie estelar.

⋆ t ∼ −103 a~nos . ➜ Las estrellas son destruidas y los agujeros negros reen de manera

atastr�o�a.

⋆ t ∼ −1 a~no . ➜ La temperatura es mayor a 10

8

K en todas partes.

✲ Universo en expansi�on por siempre (abierto). ➜ Cuando el espaio es apaz de

expandirse por siempre existe la posibilidad de sobrevivir por un poo m�as de tiempo,

pero no por siempre:

⋆ t ∼ 10

14

a~nos . ➜ Atividad estelar �nalizada. Esenialmente, la muerte de las estrellas.

⋆ t ∼ 10

17

a~nos . ➜ Relajai�on din�amia signi�ante en las galaxias.

⋆ t ∼ 10

20

a~nos . ➜ Efetos de radiai�on gravitaional en galaxias signi�ante.

⋆ t ∼ 10

31 − 10

36

a~nos . ➜ Deaimiento del prot�on.

⋆ t ∼ 10

64

a~nos . ➜ Evaporai�on u�antia de agujeros negros.

⋆ t ∼ 10

1600

a~nos . ➜ Las enanas blanas se transforman en hierro si el deaimiento del

prot�on no se lleva aabo onforme a las prediiones te�orias.

⋆ t ∼ 10

10

26

− 10

10

76

a~nos . ➜ Si el prot�on no deae, entones las estrellas de neutrones

pasan por una etapa de tunelaje u�antio para transformarse en agujeros negros, los

uales se evaporan r�apidamente.

Llevamos un buen amino reorrido on respeto al entendimiento del universo y las

leyes f��sias que lo rigen. Sin embargo, es neesario reorrer aun m�as y ah�� es donde entras

tu. . .
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GNU Free Documentation License

Version 1.1, Marh 2000

Copyright



 2000 Free Software Foundation, In.

59 Temple Plae, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA

Everyone is permitted to opy and distribute verbatim opies of this liense doument,

but hanging it is not allowed.

Preamble

The purpose of this Liense is to make a manual, textbook, or other written doument

\free" in the sense of freedom: to assure everyone the e�etive freedom to opy and

redistribute it, with or without modifying it, either ommerially or nonommerially.

Seondarily, this Liense preserves for the author and publisher a way to get redit for

their work, while not being onsidered responsible for modi�ations made by others.

This Liense is a kind of \opyleft", whih means that derivative works of the doument

must themselves be free in the same sense. It omplements the GNU General Publi

Liense, whih is a opyleft liense designed for free software.

We have designed this Liense in order to use it for manuals for free software, beause

free software needs free doumentation: a free program should ome with manuals provid-

ing the same freedoms that the software does. But this Liense is not limited to software

manuals; it an be used for any textual work, regardless of subjet matter or whether it

is published as a printed book. We reommend this Liense prinipally for works whose

purpose is instrution or referene.
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§75. Applicability and Definitions

This Liense applies to any manual or other work that ontains a notie plaed by

the opyright holder saying it an be distributed under the terms of this Liense. The

\Doument", below, refers to any suh manual or work. Any member of the publi is a

liensee, and is addressed as \you".

A \Modi�ed Version" of the Doument means any work ontaining the Doument or a

portion of it, either opied verbatim, or with modi�ations and/or translated into another

language.

A \Seondary Setion" is a named appendix or a front-matter setion of the Doument

that deals exlusively with the relationship of the publishers or authors of the Doument to

the Doument's overall subjet (or to related matters) and ontains nothing that ould fall

diretly within that overall subjet. (For example, if the Doument is in part a textbook

of mathematis, a Seondary Setion may not explain any mathematis.) The relationship

ould be a matter of historial onnetion with the subjet or with related matters, or of

legal, ommerial, philosophial, ethial or politial position regarding them.

The \Invariant Setions" are ertain Seondary Setions whose titles are designated,

as being those of Invariant Setions, in the notie that says that the Doument is released

under this Liense.

The \Cover Texts" are ertain short passages of text that are listed, as Front-Cover

Texts or Bak-Cover Texts, in the notie that says that the Doument is released under

this Liense.

A \Transparent" opy of the Doument means a mahine-readable opy, represented in

a format whose spei�ation is available to the general publi, whose ontents an be viewed

and edited diretly and straightforwardly with generi text editors or (for images omposed

of pixels) generi paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor,

and that is suitable for input to text formatters or for automati translation to a variety of

formats suitable for input to text formatters. A opy made in an otherwise Transparent �le

format whose markup has been designed to thwart or disourage subsequent modi�ation

by readers is not Transparent. A opy that is not \Transparent" is alled \Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent opies inlude plain ASCII without

markup, Texinfo input format, L

A

T

E

X input format, SGML or XML using a publily
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available DTD, and standard-onforming simple HTML designed for human modi�a-

tion. Opaque formats inlude PostSript, PDF, proprietary formats that an be read and

edited only by proprietary word proessors, SGML or XML for whih the DTD and/or

proessing tools are not generally available, and the mahine-generated HTML produed

by some word proessors for output purposes only.

The \Title Page" means, for a printed book, the title page itself, plus suh following

pages as are needed to hold, legibly, the material this Liense requires to appear in the title

page. For works in formats whih do not have any title page as suh, \Title Page" means

the text near the most prominent appearane of the work's title, preeding the beginning

of the body of the text.

§76. Verbatim Copying

You may opy and distribute the Doument in any medium, either ommerially or

nonommerially, provided that this Liense, the opyright noties, and the liense notie

saying this Liense applies to the Doument are reprodued in all opies, and that you

add no other onditions whatsoever to those of this Liense. You may not use tehnial

measures to obstrut or ontrol the reading or further opying of the opies you make

or distribute. However, you may aept ompensation in exhange for opies. If you

distribute a large enough number of opies you must also follow the onditions in setion

3.

You may also lend opies, under the same onditions stated above, and you may publily

display opies.

§77. Copying in Quantity

If you publish printed opies of the Doument numbering more than 100, and the

Doument's liense notie requires Cover Texts, you must enlose the opies in overs that

arry, learly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front over, and

Bak-Cover Texts on the bak over. Both overs must also learly and legibly identify you

as the publisher of these opies. The front over must present the full title with all words

of the title equally prominent and visible. You may add other material on the overs in
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addition. Copying with hanges limited to the overs, as long as they preserve the title of

the Doument and satisfy these onditions, an be treated as verbatim opying in other

respets.

If the required texts for either over are too voluminous to �t legibly, you should put

the �rst ones listed (as many as �t reasonably) on the atual over, and ontinue the rest

onto adjaent pages.

If you publish or distribute Opaque opies of the Doument numbering more than 100,

you must either inlude a mahine-readable Transparent opy along with eah Opaque

opy, or state in or with eah Opaque opy a publily-aessible omputer-network loation

ontaining a omplete Transparent opy of the Doument, free of added material, whih

the general network-using publi has aess to download anonymously at no harge using

publi-standard network protools. If you use the latter option, you must take reasonably

prudent steps, when you begin distribution of Opaque opies in quantity, to ensure that

this Transparent opy will remain thus aessible at the stated loation until at least one

year after the last time you distribute an Opaque opy (diretly or through your agents or

retailers) of that edition to the publi.

It is requested, but not required, that you ontat the authors of the Doument well

before redistributing any large number of opies, to give them a hane to provide you

with an updated version of the Doument.

§78. Modifications

You may opy and distribute a Modi�ed Version of the Doument under the onditions

of setions 2 and 3 above, provided that you release the Modi�ed Version under preisely

this Liense, with the Modi�ed Version �lling the role of the Doument, thus liensing

distribution and modi�ation of the Modi�ed Version to whoever possesses a opy of it.

In addition, you must do these things in the Modi�ed Version:

Use in the Title Page (and on the overs, if any) a title distint from that of the

Doument, and from those of previous versions (whih should, if there were any, be

listed in the History setion of the Doument). You may use the same title as a

previous version if the original publisher of that version gives permission.
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List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for

authorship of the modi�ations in the Modi�ed Version, together with at least �ve

of the prinipal authors of the Doument (all of its prinipal authors, if it has less

than �ve).

State on the Title page the name of the publisher of the Modi�ed Version, as the

publisher.

Preserve all the opyright noties of the Doument.

Add an appropriate opyright notie for your modi�ations adjaent to the other

opyright noties.

Inlude, immediately after the opyright noties, a liense notie giving the publi

permission to use the Modi�ed Version under the terms of this Liense, in the form

shown in the Addendum below.

Preserve in that liense notie the full lists of Invariant Setions and required Cover

Texts given in the Doument's liense notie.

Inlude an unaltered opy of this Liense.

Preserve the setion entitled \History", and its title, and add to it an item stating at

least the title, year, new authors, and publisher of the Modi�ed Version as given on

the Title Page. If there is no setion entitled \History" in the Doument, reate one

stating the title, year, authors, and publisher of the Doument as given on its Title

Page, then add an item desribing the Modi�ed Version as stated in the previous

sentene.

Preserve the network loation, if any, given in the Doument for publi aess to

a Transparent opy of the Doument, and likewise the network loations given in

the Doument for previous versions it was based on. These may be plaed in the

\History" setion. You may omit a network loation for a work that was published at

least four years before the Doument itself, or if the original publisher of the version

it refers to gives permission.
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In any setion entitled \Aknowledgements" or \Dediations", preserve the setion's

title, and preserve in the setion all the substane and tone of eah of the ontributor

aknowledgements and/or dediations given therein.

Preserve all the Invariant Setions of the Doument, unaltered in their text and in

their titles. Setion numbers or the equivalent are not onsidered part of the setion

titles.

Delete any setion entitled \Endorsements". Suh a setion may not be inluded in

the Modi�ed Version.

Do not retitle any existing setion as \Endorsements" or to onit in title with any

Invariant Setion.

If the Modi�ed Version inludes new front-matter setions or appendies that qualify

as Seondary Setions and ontain no material opied from the Doument, you may at

your option designate some or all of these setions as invariant. To do this, add their titles

to the list of Invariant Setions in the Modi�ed Version's liense notie. These titles must

be distint from any other setion titles.

You may add a setion entitled \Endorsements", provided it ontains nothing but

endorsements of your Modi�ed Version by various parties { for example, statements of

peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative

de�nition of a standard.

You may add a passage of up to �ve words as a Front-Cover Text, and a passage of up

to 25 words as a Bak-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modi�ed

Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Bak-Cover Text may be added

by (or through arrangements made by) any one entity. If the Doument already inludes

a over text for the same over, previously added by you or by arrangement made by the

same entity you are ating on behalf of, you may not add another; but you may replae

the old one, on expliit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Doument do not by this Liense give permission

to use their names for publiity for or to assert or imply endorsement of any Modi�ed

Version.
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§79. Combining Documents

You may ombine the Doument with other douments released under this Liense,

under the terms de�ned in setion 4 above for modi�ed versions, provided that you inlude

in the ombination all of the Invariant Setions of all of the original douments, unmodi�ed,

and list them all as Invariant Setions of your ombined work in its liense notie.

The ombined work need only ontain one opy of this Liense, and multiple idential

Invariant Setions may be replaed with a single opy. If there are multiple Invariant

Setions with the same name but di�erent ontents, make the title of eah suh setion

unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or

publisher of that setion if known, or else a unique number. Make the same adjustment

to the setion titles in the list of Invariant Setions in the liense notie of the ombined

work.

In the ombination, you must ombine any setions entitled \History" in the various

original douments, forming one setion entitled \History"; likewise ombine any setions

entitled \Aknowledgements", and any setions entitled \Dediations". You must delete

all setions entitled \Endorsements."

§80. Collections of Documents

You may make a olletion onsisting of the Doument and other douments released

under this Liense, and replae the individual opies of this Liense in the various dou-

ments with a single opy that is inluded in the olletion, provided that you follow the

rules of this Liense for verbatim opying of eah of the douments in all other respets.

You may extrat a single doument from suh a olletion, and distribute it individually

under this Liense, provided you insert a opy of this Liense into the extrated doument,

and follow this Liense in all other respets regarding verbatim opying of that doument.

§81. Aggregation With Independent Works

A ompilation of the Doument or its derivatives with other separate and independent

douments or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, does not as a
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whole ount as a Modi�ed Version of the Doument, provided no ompilation opyright is

laimed for the ompilation. Suh a ompilation is alled an \aggregate", and this Liense

does not apply to the other self-ontained works thus ompiled with the Doument, on

aount of their being thus ompiled, if they are not themselves derivative works of the

Doument.

If the Cover Text requirement of setion 3 is appliable to these opies of the Doument,

then if the Doument is less than one quarter of the entire aggregate, the Doument's Cover

Texts may be plaed on overs that surround only the Doument within the aggregate.

Otherwise they must appear on overs around the whole aggregate.

§82. Translation

Translation is onsidered a kind of modi�ation, so you may distribute translations of

the Doument under the terms of setion 4. Replaing Invariant Setions with translations

requires speial permission from their opyright holders, but you may inlude translations

of some or all Invariant Setions in addition to the original versions of these Invariant

Setions. You may inlude a translation of this Liense provided that you also inlude the

original English version of this Liense. In ase of a disagreement between the translation

and the original English version of this Liense, the original English version will prevail.

§83. Termination

You may not opy, modify, subliense, or distribute the Doument exept as expressly

provided for under this Liense. Any other attempt to opy, modify, subliense or distribute

the Doument is void, and will automatially terminate your rights under this Liense.

However, parties who have reeived opies, or rights, from you under this Liense will not

have their lienses terminated so long as suh parties remain in full ompliane.

§84. Future Revisions of This License

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free

Doumentation Liense from time to time. Suh new versions will be similar in spirit to
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the present version, but may di�er in detail to address new problems or onerns. See

http://www.gnu.org/opyleft/.

Eah version of the Liense is given a distinguishing version number. If the Doument

spei�es that a partiular numbered version of this Liense "or any later version" applies

to it, you have the option of following the terms and onditions either of that spei�ed

version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software

Foundation. If the Doument does not speify a version number of this Liense, you may

hoose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this Liense in a doument you have written, inlude a opy of the Liense in

the doument and put the following opyright and liense noties just after the title page:

Copyright



 YEAR YOUR NAME. Permission is granted to opy, distribute

and/or modify this doument under the terms of the GNU Free Doumenta-

tion Liense, Version 1.1 or any later version published by the Free Software

Foundation; with the Invariant Setions being LIST THEIR TITLES, with the

Front-Cover Texts being LIST, and with the Bak-Cover Texts being LIST. A

opy of the liense is inluded in the setion entitled \GNU Free Doumentation

Liense".

If you have no Invariant Setions, write \with no Invariant Setions" instead of saying

whih ones are invariant. If you have no Front-Cover Texts, write \no Front-Cover Texts"

instead of \Front-Cover Texts being LIST"; likewise for Bak-Cover Texts.

If your doument ontains nontrivial examples of program ode, we reommend releas-

ing these examples in parallel under your hoie of free software liense, suh as the GNU

General Publi Liense, to permit their use in free software.
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