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Introduccion

La forma estacionaria en la que se acreta material proveniente de una gran nube de gas hacia una
estrella inmersa en esta misma fue primeramente analizada por Bondi (1952). Bondi considerd que
la nube (la cual puede considerarse infinitamente extensa) en su estado incial estaba en reposo con
respecto a la estrella. Es claro entonces, que las cantidades hidrodindmicas poseen simetria esférica.
Resulta ademds que para distancias (medidas desde el centro de la estrella) menores que un cierto
valor, el flujo es supersénico.

Todas las estrellas, en particular las estrellas recién formadas, arrojan material con velocidades
supersénicas (llamado viento estelar). La interaccién entre el flujo de acrecién descrito por Bondi y el
viento estelar produce dos choques hidrodindmicos (un choque para cada flujo) debido a que un flujo
resulta ser un obstaculo para el otro y viceversa. Gracias a la simetria del problema, la forma geométrica
de estas superficies de discontinuidad es esférica.

Ulrich (1976) modificé ligeramente el modelo de Bondi suponiendo que la nube de gas gira lentamente
alrededor de un eje que pasa por el centro de la estrella. Como veremos mds adelante, sus resultados
muestran que en este caso el flujo de acrecién posee simetria cilindrica. Dado que el modelo rotacional
de Ulrich es una pequeiia perturbacién del modelo no rotacional descrito por Bondi, se espera que para
distancias menores que una cierta cantidad, el flujo sea supersénico.

Si consideramos ahora la interaccién entre el flujo de acrecién rotacional descrito por Ulrich con
el flujo del viento estelar, nuevamente por la misma razén que antes, dos choques hidrodindmicos se
forman. Es claro que la forma geométrica de estos choques es oblicua y de simétria cilindrica.

En el trabajo expuesto a continuacién analizaremos en detalle la forma geométrica de estos choques,

asi como la emisién producida por los mismos.






Capitulo I

Acrecion en una nube de gas

En este capitulo analizaremos detalladamente el modelo de acrecién con rotacién descrito por Ulrich
(1976). Obtendremos los valores de las cantidades hidrodindmicas (densidad y velocidad) para todo el

espacio, las cuales son necesarias para determinar la interaccién con el viento estelar.

§1. Modelo de acrecién de Ulrich (1976)

Consideremos una estrella (o cualquier otro objeto gravitacional “condensado”) de masa M que se
encuentra inmersa en una nube de gas (este gas puede considerarse infinitamente extenso). Supongamos
ademds que lejos de la estrella la velocidad del sonido c es constante; la presién y la densidad de la nube,
también lejos de la estrella, son uniformes y tienen el valor po ¥ poo respectivamente. Supongamos que
lejos de la estrella, el gas gira como un cuerpo rigido, con lo cual, el gas posee una distribucién de
momento angular especifico I' (momento angular por unidad de masa) alrededor del eje z que pasa por
el centro de la estrella y que lejos del eje de rotacién tiene el valor constante I'y,. Supongamos que la
acrecién es tan lenta como para que la masa de la estrella M pueda considerarse constante en el proceso
de acrecién y que el flujo es estacionario.

Supongamos que €l gas en acrecién obedece una relacién politrépica:

=)

donde p y p representan la presién y la densidad del gas respectivamente y son funciones en general de
la posicién y « es el indice politrépico. La suposicién de que el gas en acrecién cumple con la ec.(1.1) se
debe a que la ecuacién de energia que considera al enfriamiento es complicada, asi es que adjunta a las
ecuaciones de momento y conservacién de masa, asi como la de energia se pide que el gas lleve a cabo
un proceso politrépico. De hecho, si k = 1 €l proceso es isotérmico y si el indice politrépico es igual al
cociente de calores especificos del gas, el proceso es adiabatico.

Debido a que la tasa de acrecién en el flujo descrito por Bondi (1952) es constante y suponiendo que

la masa de la estrella es mucho mayor que la masa del gas contenida en una esfera de radio r (r es la



distancia de la estrella a la particula de fluido en cuestién), la gravedad propia del gas es despreciable
con respecto la gravedad del objeto central. En lo sucesivo consideraremos que Iy, es lo suficientemente
pequeilo como para que el flujo de acrecién pueda considerarse como una perturbacién del modelo no
rotacional descrito por Bondi.

El problema en cuestién estd caracterizado por los siguientes pardmetros: la constante gravitacional
G, el radio de la estrella 1y, las constantes I'eo, M, Poo, Poo, € ¥ €l indice politrépico k. Con estas

magnitudes pueden construirse tres pardmetros adimensionales (sin contar k) que son:

2 2
5= % c= (%) : (1.2)
¥ Poo/PooC? ~ 1. La longitud . = GM/c? es, excepto por una funcién que depende de  (la cual resulta
ser del orden unidad), la distancia a la que el material alcanza una velocidad sénica en la acrecién sin
rotacién (Bondi 1952). En otras palabras, pedir que 6 < 1 asegura que el radio del objeto central es
pequeilo comparado con esta distancia.

El pardmetro € puede considerarse como el cociente de la fuerza centrifuga entre la fuerza gravi-
tacional evaluada en el punto r.. Asi pues, pedir que € <« 1 implica que los efectos rotacionales son
pequeiias perturbaciones del flujo descrito por Bondi.

Dado que el momento angular del material en acrecién debe conservarse, eventualmente la fuerza
centrifuga (=~ I'2/r3) serd comparable a la fuerza gravitacional (= GM/r2). Resulta que la distancia
a la que esto ocurre es rq = erc, que es justo la distancia a la cual se espera que el flujo se desvie
apreciablemente de la acrecién esférica y que un disco de radio r4 sobre el plano ecuatorial se forme!.
De aqui en adelante consideraremos al disco como infinitamente delgado, es decir, supondremos que el
radio del mismo es mucho més grande que su espesor.

Las estrellas de baja masa y de formacién reciente son tales que 1o ~ 2R, c ~ Tkm s~ ', M ~ 1M,
con una velocidad azimutal lejos de la estrella del orden de ¢ ~ 10~ "¥s~!, y un tiempo de vida T entre
10*afios < T < 10°afos. De esta manera el momento angular lejos del eje de rotacién es I'o, = (cT)2¢ ~
9.61 x 10'8cm?s~'. Con lo anterior se obtiene entonces que, para el caso de estrellas de baja masa y de
formacién reciente 5 ~1.75 x 102 « 1, e ~0.2 € 1, 1o ~536AU y 14 ~ 100AUL

Al tiempo T = 0, cuando los efectos gravitacionales de la estrella resultan importantes para la nube
de gas, el gas comienza a acretarse. Consideraremos en lo sucesivo que el tiempo T es lo suficientemente
grande como para que 1. < cT. De esta forma sucede que en la regién r > ct la nube no estd perturbada
por los efectos gravitacionales de la estrella. Cuando r. < v < cT el material se encuentra en acrecién con
velocidad debajo de la del sonido y los efectos de la rotacién son poco importantes. Cuando rg <1 < 1¢

el flujo de acrecién es supersénico y también los efectos de la rotacién carecen de importancia. Cuando

fCuando el material en acrecién alcanza el plano ecuatorial, dada la simetria del problema, cada particula colisiona
con su contraparte simétrica (Canto et al., 1995); esto ocasiona la formacién de un choque hidrodindmico fuerte. Este
choque termaliza la componente de velocidad ortogonal al plano ecuatorial. Cuando las particulas de fluido se establecen
entonces en el plano ecuatorial son acretadas hacia la estrella produciendo otro choque hidrodindmico fuerte que termaliza
la componente radial de la velocidad, conservindose de esta manera el momento angular de la particula de gas.



T < 14 los efectos de la rotacién tienen importancia esencial sobre el comportamiento del gas y el

material fluye con velocidad supersénica hacia la estrella.

§2. Cantidades hidrodinamicas en la acrecion

Analicemos la trayectoria que seguiria una particula de fluido en la acrecién descrita en la seccién
§1. Gracias a que los gradientes en la presién y los cambios en la energia interna a lo largo de las lineas
de corriente en un flujo supersénico contribuyen poco en los balances de las ecuaciones de energia y
momento hidrodindmicas, las lineas de corriente se aproximan a trayectorias balisticas. Si suponemos
ademds que la masa del disco My es mucho més pequefia que la masa de la estrella, entonces la

trayectoria de una particula de gas obedece a un potencial central Newtoniano.

La energia total (mecdnica e interna) de una particula al empezar el descenso hacia la estrella y el
disco es distinta de cero pues la componente azimutal de la velocidad y la temperatura son distintas de
cero. Sin embargo, la energia total es pequefia comparada con su energia potencial y cinética cuando
la particula estd cerca del disco. En otras palabras, la energia interna de una particula cercana al disco
contribuye poco al balance de la energia total. Esto es vdlido siempre y cuando la energia cinética de
rotacién sea pequeiia (es decir € < 1) y cuando los calentamientos por radiacién sean insignificantes.
Por lo tanto, las lineas de corriente cerca del disco deben ser trayectorias con energia cercana a cero, es

decir,

L2 GM

donde E es la energia por unidad de masa de una particula de gas cercana al disco, y v es su velocidad.
Asi pues, las lineas de corriente cercanas al disco son pardbolas. Sin embargo, sélo son de interés las
trayectorias aguas arriba del disco, pues cuando las particulas alcancen el plano 0 = 7t/2 (0 el dngulo

polar) donde estd el disco, las particulas se integran a éste mismo.

La forma explicita de las lineas de corriente, asi como del campo de velocidades y la densidad, es

la siguiente (Apéndice §A):



T sin? 0,

T ’ (2.2)
cos B
Ta (1 - coseo)
GM\ /2 cos9 \ /2
Ur ( T ) ( +cos90> ’ (23)
e — GM\ /2 cos 8y — cos O 14 cos0 \ /2 (2.4)
o=\ ¢ sin 0 cos 0 ’ '
12 12
Vo = GM 1_ cos 0 51‘1190’ (2.5)
T cos g sin O
: 3 172 1 -
o= L}z (L) (1 , cos® ) {1 +2 (l> P, (cos eo)} , (2.6)
> (am) /2 \rq cos 0p Td
47'[Td (T)

donde v (i=71,0,9), y p representan el campo de velocidades y la densidad del material de acrecién
respectivamente; ¢ es el dngulo azimutal, 0y es el dngulo polar inicial que tiene una particula de fluido al
iniciar su descenso hacia el disco (fig.(I.1)), M es la tasa de acrecién y P, (&), el polinomio de Legendre

de orden dos, definido por:

1 2
P2(g) =5 (3e2-1). (2.7)
Si hacemos los cambios adimensionales:
L_)r’ ﬂ_>vi> (i:r)e)(p) £_>p’ (28)
Tq Uk Po

en las ecs.(2.2)-(2.6) donde v y po estan definidos por

GM\ ' M
— , - , 2.9
Uk ( T4 ) Po 47rr(21vk (2:9)

se obtienen las cantidades hidrodindmicas sin dimensiones:

tuy es la velocidad (velocidad kepleriana) que tiene una particula bajo la influencia de un campo central Newtoniano
en una trayectoria circular a la distancia r4.



Figura I.1: Las particulas de fluido en la acrecidn, que lejos de la estrella giran como un cuerpo rigido
con velocidad constante ¢, tienen una trayectoria parabélica cerca de la estrella. Unicamente son de
interés las trayectorias aguas arriba del plano ecuatorial.

.2
r:Leoe, (2.10)
(1- =)
1\ /2 cos0\'/?
__ (1 1 2.11
Ur (T) ( +COSGO) ) ( )
o 1 /2 ¢os 8o — cos 0 14 cos6 \'/? (2.12)
o= \7 sin© cos 0, ’ '
o — 1 172 1_ cos© stineo (2.13)
¢ \r cos Op sin@’ .
_ 32 (1 4 cos® 1/2{1 +2r7"P; (cos 0 )}7] (2.14)
P= cos Og 2 ° ' '

De ahora en adelante, inicamente trabajaremos con las ecs.(2.10)-(2.14) para referirnos a la
acrecién. Em otras palabras, solamente utilizaremos cantidades adimensionales a menos que se especifique

lo contrario.
Una gréfica de las lineas de corriente (ec.(2.10)) proyectadas sobre cualquier plano (¢ = const) se
muestra en la fig.(I.2). El dngulo 0y que tiene una particula de fluido al arrancar desde infinito se puede

usar como una etiqueta para las lineas de corriente. Para cada 6 existe una sola linea de corriente (pues

estas no deben intersectarse entre si).

El hecho de que las lineas de corriente se acerquen paralelamente al eje de rotacién de la nube a



Figura 1.2: Cada linea de corriente esté etiquetada por el dngulo polar 0y inicial que tiene una particula
de fluido que gira alrededor de una nube de gas al iniciar su descenso hacia la estrella por fuerzas
gravitacionales. R representa el radio cilindrico y Z al eje polar. Las longitudes estdn medidas en unidades
del radio del disco r4. La linea punteada representa al eje de rotacién de la nube de gas.

medida que 0y — O se ve claramente de las ecuaciones que representan el campo de velocidades, pues
las componentes de la velocidad en 6 y ¢ son cero justo en el eje de rotacién. Esto es claro pues el

material que inicialmente se encuentra cercano al eje de rotacién posee poca velocidad azimutal.

Las ecuaciones que describen el campo de velocidades y la densidad son funciones que tinicamente
dependen de las posiciones y no del dngulo polar inicial 6. Para ver esto, basta con reescribir la ec.(2.10)
como:

cos® 0y + cos Og(r—1) —rcos® =0, (2.15)

cuya solucién de interés es (Apéndice §B):

r(cos6)1/3 r=1

2(%)]/2 h{%ash(ﬁ)}, T>1

cos Bp = < 1/2 ’ 2 3
2(%) / Ch{3 ach (Z(TCOSGS/2>} r< y (Tcose) o (13;‘r) >0

12(13’1)1/ cos{ acos 2T°°593/2>}, r<ly (T c5’59)2—(]3;T)3<0.

(2.16)

Asi, las ecs.(2.11)-(2.14) junto con la ec.(2.16) nos proporciona la velocidad y la densidad del flujo



de acrecién como funciones tinicamente de las coordenadas r y 6.

§3. Isocontornos de densidad

A continuacién daremos expresiones de la densidad para dos direcciones de interés. Una de ellas es

a lo largo del eje de rotacién y la otra en el plano ecuatorial. De la ec.(2.15) es facil ver que:

cos 0p

=0(1—-7r)vV1—r, (3.1)

0=

02 T
cos 0pg—,1 — > <r+2> , (3.2)

|

donde O(t) es la funcién escalén de Heaviside que vale 1 para Tt >0y 0 para T < 0.
Utilizando las ec.(3.1) y la ec.(3.2), junto con la ec.(2.14) se obtienen de inmediato los valores de la

densidad para ciertos valores del dngulo polar:

o e r<1
0 =m/2)=¢ 2V ’ 3.3
p(6="m/2) 1 o (3.3)
"% -1))> =7
1
0=0)=—F+——. 3.4
p(6=0) W) (3-4)

A partir de la ec.(3.3) se deduce que la densidad tiene valor infinito en dos puntos. El hecho de
que la densidad crezca infinitamente en r = 0 para cualquier 0 se debe simplemente a acumulacién de
material de acrecién en la estrella; sin embargo, en el borde del disco resulta que la densidad también
tiene un valor ilimitado. Esto ultimo se debe a que el disco se ha supuesto infinitamente delgado por lo
que aparecen efectos de borde.

La fig.I.3 muestra la variacién de la densidad como funcién de las posiciones para distintos dngulos
polares. Esta gréfica, junto con la de isocontornos de densidad (fig.I.4) permite analizar la distribucién
de la densidad en el flujo de acrecién.



Figura 1.3: La densidad p varia continuamente desde 8 = 0 hasta que en 0 = 71/2 tiene un valor infinito
en el borde del disco. R representa el radio cilindrico. Las distancias estdn medidas en unidades del radio
del disco y la densidad en unidades de po. La relacién entre el d&ngulo polar primado y el no primado es:

0 = (7/60)6".

0.2

03

=}

Figura I.4: Las lineas continuas muestran los puntos en donde la densidad toma un mismo valor para el
flujo de acrecién. La densidad estd medida en unidades de la densidad pg. Las distancias estdn medidas

en unidades del radio del disco r4.



Capitulo 11

Interaccion estacionaria

En este capitulo analizaremos la interaccién del gas que arroja la estrella con el flujo de acrecién
descrito en el capitulo I. Supondremos que los choques hidrodindmicos formados por cada flujo ocupan
la misma posicién en el espacio, son fuertes y han alcanzado su estado estacionario. Como veremos en el
capitulo III, cuando la estrella comienza a arrojar gas la posiciéon de ambos choques es justo la superficie
de la estrella; sin embargo estos choques evolucionan en el tiempo y alcanzan el estado estacionario bajo
ciertas condiciones. De esta manera, analizaremos la forma geométrica de los choques detalladamente.
Por 1ltimo, describiremos en detalle la direccién del flujo post-choque tanto de acrecién como del viento

estelar.

§4. Formulacién del problema

Hasta ahora hemos considerado un solo flujo, el de acrecién. Sin embargo, las observaciones muestran
que las estrellas de formacién reciente arrojan material con velocidades supersénicas. Este flujo se
denomina viento estelar. Por simplicidad, en lo sucesivo, consideraremos que el viento es isotrépico y de
velocidad constante. De ahora en adelante analizaremos la interaccién entre el flujo de acrecién (descrito
en el capitulo I) con el viento estelar.

Debido a que el flujo de acrecién y el viento estelar son supersénicos y ambos forman un obstaculo
uno con respecto al otro, se forman dos choques hidrodindmicos (un choque para cada flujo). Bajo la
suposicién de un choque infinitamente delgado (en otras palabras supondremos que ambos choques ocu-
pan la misma posicién en el espacio, que por simplicidad llamaremos choque a menos que se especifique
lo contrario), analizaremos la forma geométrica que debe tener el choque considerando que las tinicas
fuerzas que mantienen estable a este mismo son de presiéon. Ademads de las fuerzas de presién, existen
fuerzas centrifugas producidas por el material post-choque. Estas fuerzas surgen gracias a que en general
el choque es oblicuo y curvo. En el capitulo IV analizaremos con detalle las condiciones bajo las cuales
la aproximacién de capa delgada (es decir, que los choques ocupan la misma posicién espacial) es valida

estudiando las longitudes de enfriamiento de los choques y veremos que para el caso estacionario esta



aproximacién es valida.

Por el momento analicemos tinicamente el caso en el que el choque ha evolucionado en el tiempo
de tal forma que ha llegado a la fase estacionaria. Considerando que el término inercial en la ecuacién
de balance de presiones es despreciable, la condicién de balance de presiones hidrodindmicas puede
expresarse de manera sencilla suponiendo que las cantidades pre-choque para ambos flujos cumplen
con la relacién: pv2 > p (donde v, es la velocidad normal a la superficie de discontinuidad). En otras
palabras, consideraremos que tanto el choque producido por el viento estelar, asi como el producido
por el flujo de acrecién son fuertes. Como en este caso la presién post-choque para ambos flujos es,
salvo una funcién que depende de « que resulta ser del orden unidad (Landau & Lifshitz, 1995), pv?

pre-choque, la ecuacién de balance de presiones post-choque que mantiene al choque estable es:

pv;,'uv%,n = p'uﬁ, (4.1)

donde el subindice w se refiere a las cantidades hidrodindmicas correspondientes al viento estelar. La

densidad del viento estd determinada por la tasa de pérdida de masa de la estrella My:

My = 4702 g p. (4.2)

Para adimensionalizar la ec.(4.1), la cual etiqueta al lugar geométrico del choque, hagamos los

cambios:

—— — Uyn, — — Pw (4.3)

donde pywo = MW/4mc21'uw, junto con los cambios como en la ec.(2.8). De esta forma se obtiene la

ecuacién adimensionalizada del lugar geométrico de los puntos del choque:

Pw U = U (4.4)

con A un pardmetro adimensional dado por:

>
1l

(4.5)

§5. Condiciones a la frontera del choque estacionario

El balance de presiones que se muestra en la ec.(4.4) determina el lugar geométrico de la posicién
del choque r como funcién de los dngulos polar y azimutal. En otras palabras, la superficie de la onda
de choque r estd parametrizada por las cantidades 0 y ¢. Un vector normal a esta superficie es:

or of

i=

—_— 1
0 ¢’ (5.1)



pues 07/00 y 07/0¢ son vectores tangentes a cualquier superficie parametrizada por los dngulos polar
y azimutal. Gracias a que el flujo de acrecién, asi como el del viento estelar poseen simetria azimutal,
la posicién de la onda de choque no debe depender explicitamente del dngulo ¢. Utilizando la ec.(A.1)

del apéndice §A y dividiendo entre las diferenciales correspondientes, la ec.(5.1) es claramente:

— (0r/00) €y
{ (9r/08) }

Como las velocidades del flujo de acrecién y del viento estelar son radiales sobre el eje de rotacién

n=

(5.2)

de la nube, los puntos del choque cumplen con la condicidn:

or

0=0

que es la condicién de frontera a imponer sobre la onda de choque estacionaria. Utilizando la ec.(5.2) y
la ec.(5.3) en la ec.(4.4) para las aproximaciones correspondientes sobre el eje de rotacién de la nube,

se obtiene el valor de r en la frontera:

— 2\ — 2
S WL A /i (5.4)

T 222
0=0

De la ec.(5.4) se deduce que para A > 1/2 no existe un valor para la condicién inicial de la posicién

del choque. Esto indica que no existe solucién estacionaria para estos valores del pardmetro A.
§6. Forma geométrica del choque estacionario

Con ayuda de la ec.(5.2), la ec.(4.4) toma una forma sencilla:

or AV2 4 o1 /2py,
0 /2y,

que es la ecuacién que deben cumplir los puntos geométricos del choque adjunta con la condicién a

(6.1)

la frontera dada por la ec.(5.4). La ec.(6.1) muestra que la forma geométrica del choque depende del
pardmetro libre A. La fig.(II.1) muestra algunas integrales de los puntos geométricos del choque para
ciertos valores de A, obtenidas utilizando un método de Runge-Kutta de cuarto orden.

La fig.(I[.1) muestra que cuando el pardmetro A < 1/2 los choques estdn divididos en dos casos,
aquellos cuya derivada del lugar geométrico del choque respecto al dngulo polar es mayor a cero (A = 0.2,
por ejemplo) y los que tienen esta misma derivada menor a cero (A = 0.48, por ejemplo). Es ficil mostrar
que no existe una configuracién en la cual esta derivada sea cero para cualquier dngulo polarf. Cuando

A > 1/2 no existe configuracién estacionaria como lo muestra la ec.(5.4).

tBasta suponer que la configuracién es una circunferencia. Necesariamente se tiene entonces que (6 = 7t/2) = (6 = 0).
De esta forma se obtiene un valor de A que no corresponde a una circunferencia.
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Figura II.1: En la interaccién del viento estelar con el flujo de acrecién se forman dos choques hidro-
dindmicos fuertes, los cuales, bajo la suposicién de capa delgada ocupan la misma posicién espacial. R
representa el radio cilindrico, Z el eje polar. Las distancias estdn medidas en unidades del radio del disco
Tq-

Hasta ahora hemos considerado que los puntos geométricos que describen el choque de acrecién,
asi como los del viento estelar coinciden. Sin embargo existe una capa intermedia entre ambos (fig.(I1.2)).
Calculemos ahora cudl es la direccién que deben tener ambos flujos inmediatamente después de atravesar
los choques hidrodindmicos correspondientes. Esto es importante para cualquier trabajo posterior en
el cual se considere la presién producida por fuerzas centrifugas. Bajo la suposicién de que ambos

choques son altamente radiativos las componentes de velocidad normal post-choque son despreciables.



Figura I1.2: En la interaccién del viento estelar con el flujo de acrecién, dado que un flujo constituye un
obstaculo para el otro y ambos flujos son supersénicos, se forman dos choques. En la figura se muestran
estos dos choques y la direccién del flujo antes y después de atravesar el frente de choque correspondiente.
El radio cilindrico R y las distancias medidas sobre el eje polar Z estdn medidas en unidades del radio
del disco 4.

Sin embargo, dado que las componentes tangenciales de la velocidad son continuas a través de los choques
correspondientes, la direccién post-choque del flujo estd determinada por las componentes tangenciales
de la velocidad pre-choque. Como el choque no depende explicitamente del dngulo azimutal, un vector
tangente a la misma es (ec.(A.1)):
s (or/00) e, + re?/z. (6.2)
{rz + (ar/ae)z}

Dada la simetria del problema, analicemos dnicamente la regién 0 < 0 < 7t/2. Utilizando el vector
tangente de la ec.(6.2) y recordando que la componente de velocidad en el dngulo polar es positiva
para el flujo de acrecién, diremos que el flujo post-choque (de acrecién o del viento estelar) sube si
7T < 0 (el flujo se aleja del plano ecuatorial) y baja si ¥-T > 0 (el flujo se acerca al plano ecuatorial).
Si la igualdad se cumple diremos simplemente que el flujo post-choque es estdtico. La fig.(II.3) muestra
los valores de la velocidad tangencial pre-choque de ambos flujos como funcién del dngulo polar para
distintos valores de A. De esta figura se deduce que, en el caso del viento para A < 0.3 el flujo post-
choque baja y para A 2 0.3 sube. Cuando A = 0.3 se tiene una combinacién de ambos, es decir, sube en
ciertas regiones y baja en otras. Para el caso del flujo de acrecién post-choque, es claro que éste siempre
baja, independientemente de la configuracién. Cabe hacer notar que existe un punto de acumulacién

de material (6 = 0) en el cual ocurre que el gas es estdtico tanto para el flujo de acrecién como para el
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Figura II.3: La direccién del flujo post-choque queda determinada por los valores de la velocidad
tangencial pre-choque para cada flujo. La velocidad tangencial del viento estelar vy, estd medida en
unidades de la velocidad del viento vy y la velocidad del flujo de acrecién v, estd medida en unidades
de la velocidad vy. Los niimeros que aparecen en la gréfica se refieren a la cantidad A’, definida como
A =0.05\".

flujo del viento estelar!.

YEn este punto de acumulacién se espera que el material se colime hacia regiones que se alejan de la estrella cuando
se considere en la ec.(4.1) la presién producida por fuerzas centrifugas.



Capitulo III

Evolucién temporal

En este capitulo analizaremos la evolucidén en el tiempo de la interaccién del gas que arroja la estrella
con el flujo de acrecién descrito en el capitulo 1. Supondremos que los choques hidrodindmicos formados
por cada flujo ocupan la misma posicién en el espacio y que son fuertes. Con detalle describiremos la
forma geométrica de estos choques y por 1ltimo analizaremos la direccién del flujo post-choque tanto

del flujo de acrecién como del viento estelar desde el marco de referencia de la onda de choque.

§7. Formulacion del problema

Analizemos ahora la evolucién en el tiempo de la interaccién del viento estelar con el flujo de acrecién.
De la misma forma que en el capitulo II, debido a que el flujo de acrecién y el flujo del viento estelar
son supersénicos y ambos forman un obstdculo uno con respecto al otro, dos choques hidrodindmicos se
forman. Suponiendo que ambos choques ocupan la misma posicién en el espacio, que por simplicidad
llamaremos choque a menos que se especifique lo contrario, analizaremos la forma geométrica que debe
tener el choque considerando que las tinicas fuerzas que mantienen estable al mismo son de presién. Si
consideramos ademds que el choque es fuerte, desde el marco de referencia del choque la ec.(4.1) sigue

siendo véalida. Para transformarla al marco de referencia de la estrella basta con hacer los cambios:

Ugn — (an - 'Usn) ) Unp — (Usn - 'Un) ) (71)

donde vUwn, Usn, Un SON respectivamente la velocidad del viento, de la onda de choque y del flujo de
acrecién, todas normales a la onda de choque. Asf pues, haciendo los cambios de la ec.(7.1) en la ec.(4.1)

obtenemos que la condicién de balance de presiones es:

2

Pw ('an - 'Usn) =p ('Usn - 'Un)z (72)

donde la componente normal de las velocidades estd en la direccién del vector de la ec.(5.2). De la

misma forma que en la seccién §4, la ec.(7.2) se puede adimensionalizar. Basta con hacer los cambios



de la ec.(2.8) y la ec.(4.3), adicionados con:

— — Ugn. 7.3
" (7.3)

De esta manera la ec.(7.2) adimensionalizada es:

(Apw) ' vgn + v "/2
(Npw)'/? + p1/2

, (7.4)

Usn =

donde A estd definido por la ec.(4.5) y n es otro pardmetro adimensional que aparece cuando el choque

evoluciona en el tiempo:

n= 7\(&)2. (7.5)

Uw

La ec.(7.4) que representa el balance de presiones post-choque entre el flujo de acrecién y el flujo del
viento estelar, en el caso en el que el choque evoluciona en el tiempo, claramente converge a la ec.(4.4)
en el caso estacionario, es decir, cuando vg, = 0.

Debido a que solamente es de interés la forma geométrica del choque y no la trayectoria individual
de un pequeflo segmento de la onda de choque, tinicamente analizaremos cémo varia el choque como
funcién del tiempo para un dngulo polar fijo. De esta manera, la relacién entre la velocidad radial con
la que se mueve el choque v; y la velocidad normal al mismo se obtiene con ayuda de la ec.(5.2):

Vs = = (7.6)
{r2+ (ar/00)’}

La forma geométrica del choque que estd caracterizada por la ec.(7.4) toma un aspecto sencillo con
ayuda de la ec.(7.6):

v — or _ (pr)]/zr + V2 {ru, — vear/ae}’ (1)

ot r{mpw)?+0'72}

en donde hemos utilizado las expresiones normales de la velocidad tanto para el viento estelar como

para el flujo de acrecién que estdn determinadas por la ec.(5.2).

§8. Evoluciéon temporal del choque

Las formas de los campos de velocidad y densidad para el flujo de acrecién tienen simetria esférica
para r < 1, que coincide con la simetria esférica que posee el campo de velocidades y la densidad del
viento. En otras palabras, al tiempo inicial t = 0 ocurre que el choque es una superficie esférica, cuyo

radio coincide con el radio de la estrella:



r(0,t=0) =" < 1. (8.1)

La ec.(7.4) contiene dos pardmetros adimensionales. Por simplicidad, de aqui en adelante supondre-
mos que la estrella en cuestién es de formacién reciente y de baja masa. Las observaciones muestran
(Black et al. 1991) que para estas estrellas vy ~ 300km, M ~ TM® y r4 ~ 100 au, dando lugar a que el

pardmetro n uinicamente esté determinado por el valor de A:

n=10""A (8.2)

La solucién de la ec.(7.7) adjunta con la condicién inicial de la ec.(8.1) se obtuvo utilizando el método
de MaCormack & Paullay (1972, Apéndice §C). Las integrales de esta ecuacién muestran (fig.(III.1)) que
la situacién estacionaria tinicamente se alcanza para A < 1/2 convergiendo a las soluciones encontradas
en el capitulo 2. Cuando ocurre la desigualdad opuesta, las configuraciones crecen de manera ilimitada
excepto para el plano ecuatorial en donde el choque alcanza el borde del disco y se mantiene fijo a
este para tiempos suficientemente grandes (A = 0.7 en la fig.(III.1), por ejemplo). Esto dltimo es de
esperarse debido a que la densidad del flujo de acrecién crece de manera ilimitada en €l borde del disco,
por lo que el balance de presiones en la ec.(7.2) sobre el plano ecuatorial solamente puede realizarse
para r < 1. Utilizando las ecs.(2.10)-(2.14), para valores de r > 1 y la ec.(7.7), se obtiene la relacién

que debe cumplir la superficie del choque para tiempos suficientemente grandes:

or 21/4)\1/2

- i 8.3
0trSoo 1174 7 (8.3)

de donde se obtiene de inmediato la integral:

4/5
s\ s
TS5 (277) 2, (8.4)

La fig.(II1.2) muestra a qué tiempos la aproximacién hecha con la ec.(8.4) comienza a ser vilida en

el eje polar del choque.

§9. Evolucion temporal del flujo post-choque

En el andlisis previo de la evolucién en el tiempo del choque, hemos considerado que la posicién
del choque producido por el flujo del viento estelar, asi como el choque del flujo de acrecién coinciden
espacialmente. No obstante, existe una regién intermedia entre ambas superficies de discontinuidad
como lo muestra la fig.(II.2). A continuacién analizaremos la direccién que deben tener ambos flujos
después de atravesar la discontinuidad hidrodindmica correspondiente desde el marco de referencia del
choque.

El razonamiento hecho en la seccién §2.3 para calcular la direccién del flujo post-choque, tanto de
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Figura IIL.1: Las configuraciones del choque para distintos intervalos de tiempo t, en unidades de
T4/, y distintos valores de A convergen al caso estacionario de la fig.(II.1) cuando A < 1/2 a tiempos
suficientemente grandes. Cuando A > 1/2 no se obtiene una situacién estacionaria y las configuraciones
crecen ilimitadamente. El radio cilindrico R y la coordenada Z estdn medidos en unidades del radio del
disco 14.



Figura IT1.2: Cuando el pardmetro A > 1/2, la forma geométrica del choque es esférica para tiempos
suficientemente grandes y la posicién del mismo crece como una potencia del tiempo (ec.(8.4)). Las
lineas continuas muestran el cdlculo numérico y las punteadas el célculo analitico (ec.(8.4) de la posicién
del choque r en unidades del radio del disco rq en el eje polar. El tiempo t estd medido en unidades de

Tq/ V.



acrecién como del viento estelar, funciona para el caso evolutivo en el tiempo en un marco de referencia
que se encuentra fijo en el choque. Sobre este mismo sistema de referencia, inicamente analizaremos la
region 0 < 0 < 7t/2, dada la simetria del problema. Andlogamente a la seccién §2.3 diremos que el flujo
tanto de acrecidn como el del viento estelar, sube si se aleja del plano ecuatorial y baja si se acerca al
mismo plano. Cuando no ocurra lo anterior diremos simplemente que el flujo es estatico.

Desde el sistema de referencia del choque, la zona post-choque del flujo de acrecién baja para
cualquier valor del pardmetro A. En este mismo sistema de referencia para el flujo post-choque del
viento estelar, para A < 0.3 el flujo sube y para 0.3 < A < 1/2 el flujo baja a cualquier tiempo. Cuando
A ~ 0.3 el flujo sube en algunas regiones y baja en otras. Para valores de A > 1/2 la direccién del
flujo post-choque del viento estelar baja. Como es de esperarse, para valores A < 1/2 donde se alcanza
la situacién estacionaria a tiempos suficientemente grandes, la direccién post-choque de ambos flujos
converge a los resultados contenidos en la fig.(I1.3). Cabe hacer notar que cuando A > 1/2 y el tiempo
es suficientemente grande, la forma del choque es una esfera y el flujo de acrecién, asi como el flujo del
viento estelar tienen simétria esférica; por lo tanto, desde el marco de referencia del choque, el flujo

post-choque de ambos gases es estatico.



Capitulo IV

Longitudes de enfriamiento

En este capitulo analizaremos bajo qué circunstancias la suposicién de capa delgada hecha en los
capitulos I y II es valida. Por iltimo analizaremos la emisién y el flujo de emisién producida por el

viento estelar al atravesar el frente de choque correspondiente.

§10. Region de validez de la aproximacion de la capa delgada

Hasta ahora hemos supuesto que tanto el choque producido por el viento estelar como el producido
por el flujo de acrecién, ocupan la misma posicién en el espacio. A continuacién analizaremos bajo
qué circunstancias esta aproximacién es correcta. En lo sucesivo utilizaremos el concepto de longitud de
enfriamiento (l.), que es la distancia recorrida por una particula de fluido desde que atraviesa el frente

de choque hasta alcanzar una temperatura de 10% K.

Hartigan et al. (1987) estimaron longitudes de enfriamiento para distintas velocidades de choque
(vsn), en el intervalo 20kms™! < v, < 400kms™!, y niimero de particulas por unidad de volumen n,

en el intervalo 100cm 2 <n < 1000cm 3. De sus resultados se infiere que (Canto et al., 1988):

(ALU> =A (100 ;};sﬂ)[s ( 01273)71 ) (10.1)

tCuando la particula de fluido atraviesa el frente de choque su temperatura aumenta. Inmediatamente después, esta
temperatura disminuye rdpidamente hasta alcanzar un valor alrededor de 10* K (Hartigan et al., 1987). M4s alld de esta
distancia, la particula contintia alejdndose del frente de choque, sin embargo su temperatura disminuye muy lentamente.



donde:

6.6 Vgn < 70kms™?,
A (10.2)
4333 Ugp > 70kms 1.

—5.5 Uy < 70kms !,

=
I

(10.3)
57 Vg > 7T0kms !

~

En lo sucesivo supondremos que la ec.(10.1) es valida para cualquier intervalo de densidades, asi como

de velocidades.

Las ecs.(2.2)-(2.6), la ec.(4.3) y la ec.(7.3), que describen el flujo de acrecién, el flujo del viento

estelar, la velocidad del choque y el tiempo, pueden ponerse en forma dimensional:

T.:rd:F) p= pOB) v = 'kaﬁl (i’:T)e)(p)>
Us = 'Uk:ﬁs; Uy = ’UW:D/Wa Pw = prBW) t= (rd/'uk)i (10'4)

donde las cantidades con “tilde” se refieren a las cantidades adimensionales que hemos considerado
anteriormente.
A continuacién damos valores de las cantidades hidrodindmicas tanto del flujo de acrecién, como

del viento estelar para valores tipicos de estrellas de baja masa y formacién reciente:

12 B
( kn?;*) =3 (M£@> (10(;(,1AU) - (10.5)
v _ ~1
(01283) =360 (106 M]\gaﬁo_l) (10;1U) " (Mﬁ() : (10.6)
(ams) =310 (107 L]\/:lewaﬁol> (10(?_1AU)72 (350 lzvx;s*)i] ! (10.7)

donde ng y nyo se refieren al nimero de particulas por unidad de volumen del flujo de acrecién y del
viento solar respectivamente, considerando que la masa promedio por particula es m ~ 1.3my. Como
lo muestra la ec.(10.5), los valores tipicos de la velocidad v son lo suficientemente pequefios como para
calcular las longitudes de enfriamiento del flujo de acrecién utilizando la ec.(10.1); por lo tanto, de ahora
en adelante inicamente analizaremos las longitudes de enfriamiento para el viento estelar.

El calculo de las longitudes de enfriamiento para el caso del viento estelar lo haremos dejando fijas las
cantidades M, M, T4, v, con valores tipicos como los de las ecs.(10.5)-(10.7) y iinicamente variaremos la
cantidad M,,. La tabla 4.1 muestra cémo varia el cociente méximo de longitudes de enfriamiento entre

distancia al choque para distintos dngulos polares en el caso estacionario. Los resultados contenidos



A | (Le/1) g X 103
0.04 0.54
0.08 1.08
0.12 1.65
0.16 2.25
0.20 2.88
0.24 3.56
0.28 4.27
0.32 5.20
0.36 6.38
0.40 7.96
0.44 10.35
0.48 15.21

Tabla IV.1: Valores de la longitud de enfriamiento en el caso estacionario para el choque producido
por el viento estelar para distintos pardmetros A. El cociente (l¢/T)max representa el valor maximo del
cociente de longitudes de enfriamiento (1.) y la distancia al choque (r), para distintos d&ngulos polares.

en la Tabla 4.1 muestran que para el caso estacionario, la suposicién de capa delgada post-choque es

correcta para el viento estelar.

Analicemos a continuacién las longitudes de enfriamiento del viento estelar para el caso en que
el choque evoluciona con el tiempo. Sobre el marco de referencia de la onda de choque, las férmulas
empleadas en la situacién estacionaria siguen siendo vélidas. Desde el sistema de referencia de la estrella,

con ayuda de la ec.(7.1), la ec.(10.1) toma la forma:

lrc :an'uw - ;anvk B Ewn'wo !
— . 1 .
( AU) A ( 100 kms—1! ) ( cm—3 (108)

En este caso sucede que el cociente entre la longitud de enfriamiento y la distancia de la estrella

al choque, para A > 1/2, es grande. Para ver esto, basta con hacer la aproximacién asintética de la

ec.(10.8) para r > 1. De esta forma y utilizando la ec.(8.4) se obtiene:

) () A (%) () () () e oo
AU AU ) =5, 27/4 100 kms—! cm—3 AU ' '

La fig.(IV.1) muestra a qué tiempos la suposicién de capa delgada deja de ser vdlida para algunos
valores del pardmetro A > 1/2. En el caso en que el choque evoluciona en el tiempo, para A < 1/2,
sucede que el cociente entre las longitudes de enfriamiento y la distancia del choque es siempre pequeiia,

hasta que se alcanza la configuracién estacionaria, dando lugar a los valores de la Tabla IV.1.
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Figura IV.1: Cuando el pardmetro A > 1/2, la aproximacién de capa delgada deja de ser vélida
para tiempos suficientemente grandes. Las graficas muestran la variacién de la longitud de enfriamiento
(l¢) como funcién del tiempo, r representa la distancia al choque medida desde la estrella. Las lineas
punteadas corresponden a la aproximacién asintética de la ec.(10.9) y las lineas continuas corresponden
al célculo numérico. El tiempo t estd medido en afios.



§11. Emision del choque en radio continuo

A continuacién analizaremos la forma que tendria una observacién hecha en radio continuo del
modelo hasta aqui analizado, suponiendo que la emisién de los choques es debida a procesos libre-
libre. Utilizando el concepto de temperatura de brillo (Tg) que se define como la temperatura que un
cuerpo negro debe tener para emitir la intensidad observada y la aproximacién de Rayleigh-Jeans (que

es apropiada para frecuencias de radio), se obtiene (Rodriguez, 1990):

Tg=T(1—-e™), (11.1)

donde T es la temperatura a la cual se lleva a cabo el proceso de emisiéon. La profundidad éptica T, en
el continuo, a una frecuencia v en radio, de una onda de choque con velocidad v y densidad prechoque
n es (Curiel et al., 1989):

v =98x107 () (gomes) “ (oog) | Gam) - (12)

Los célculos para la profundidad éptica del choque del viento estelar muestran que 1, < 1, por lo

que la ec.(11.1) toma el sencillo aspecto:

Tp =TTV (11.3)

T:;;O
Las figs.(IV.2)-(IV.3) muestran distintas proyecciones de isocontornos de temperatura de brillo sobre

el plano del cielo para el valor tipico M,, = 107" Mgaifio ' (A = 10).

§12. Flujo de emisiéon en radio continuo

A continuacién calcularemos el flujo de emisién producido por el choque del viento estelar para el
valor utilizado en las fig.(4.2)-(4.3), es decir, para M,, = 10 "Mgaiio ! (A = 10). En este caso el flujo

de emisién que se recibe en el plano del cielo estd dado por (Rodriguez, 1990):

B 2kTv?2

S

Jd_O.TVO, (12.1)

en donde la integral se extiende sobre todo el dngulo sélido Q) que ocupa la superficie del choque en el
plano del cielo y c es la velocidad de la luz. La profundidad éptica 1.9 es la observada a través del plano
del cielo. Gracias a que dQ7,¢ = daty/D?, donde da repesenta el elemento de drea y T, la profundidad
optica, ambos normales a la superficie del choque y D es la distancia entre el observador y la superficie

del choque, la ec.(12.1) puede ponerse como:

2
S, = ZKLCV Jdau. (12.2)
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Figura IV.2: Isocontornos de emisién normalizados al maximo (el cual se muestra con cruces), los
cuales varfan desde el valor 0.1 hasta 1 con M,, = 10*7M@aﬁ07] (A =10) y una resolucién 65 = 0".2
a una distancia de 150pc. El angulo ¢ estd medido entre el plano ecuatorial y el observador. El tiempo
t est4d medido en afios. El radio cilindrico R y la coordenada Z estan medidos en unidades astronémicas.
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Figura IV.3: Variacién de isocontornos de emisién debida a distinta resolucién, normalizados al maximo
(el cual se muestra con cruces). Los isocontornos varian desde el valor 0.1 hasta 1 con M, = 107" Mg
afio™! (A = 10) y t = 3197afios. El 4ngulo ¢ estd medido entre el plano ecuatorial y el observador y el
&dngulo Op representa la resolucién. El radio cilindrico R y la coordenada Z estdn medidos en unidades
astrondémicas.



Utilizando la ec.(A.7) y la ec.(5.2), la ec.(12.2) toma la forma:

2 .

S, — ZKZT“; ff doder,rsin0 {rz— (ar/ae)z}. (12.3)

D<c 2 2

12+ (0r/00)

Para el caso de interés, la ec.(12.3) es:
Sv ) — 0406 ( — ( Y )2 D \7p (12.4)
mly/ 10*K / \5GHz 150 pc ’ '
donde
/2 :

O = J dor,rsinf {rz - (ar/ae)z}, (12.5)

0 /124 (ar/00)?

donde r estd medido en unidades astrondémicas.

En el caso en que el pardmetro A > 1/2, dado que la derivada de los puntos geométricos que
conforman al choque con respecto al dngulo polar es cero para tiempos suficientemente grandes, el flujo

de emisién permanece constante y toma el valor:

Sy M Vg 168/ T \2, v \-O.I D\ 2
— 37 . (126
(m]y>t3&>3 ’ (lO7 M@aﬁol) <300 kms—l) <1O4K> (5 GHz) (150 pc) (12:6)

La fig.(IV.4) muestra el fujo de emisién como funcién del tiempo para M,, = 10" Mgafio ' (A = 10).
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Figura IV.4: Cuando el pardmetro A > 1/2, el flujo de emisién S alcanza un valor constante para
t > 1. La linea continua representa el cdlculo numérico y la punteada el valor asintético. El tiempo t
estd medido en anos y el flujo S en mJy.






Conclusiones

La interaccién del viento estelar con el flujo de acrecién con rotacién descrito por Ulrich (1976) da
origen a dos choques hidrodindmicos fuertes (uno para cada flujo). Bajo la suposicién de que ambos
choques son fuertes y que ocupan la misma posicién espacial, como hemos visto, el problema queda
descrito por dos pardmetros libres: A = M,y Va /My yn= )\v%/v%v. Sin embargo, para estrellas de
baja masa y de formacién reciente, la descripcién del problema, como se ha visto en el capitulo 3,
estd caracterizada principalmente por el pardmetro A.

La suposicién de capa delgada post-choque del flujo del viento estelar, implicita en el parrafo anterior,
es vdlida para la condiciéon A < 1/2, donde se alcanza la situacién estacionaria. Cuando A > 1/2
los choques no convergen hacia una configuracién estacionaria, sino que crecen de manera ilimitada
obteniendo un aspecto esférico, a tiempos suficientemente grandes, y la suposicién de capa delgada
linicamente es valida para tiempos suficientemente pequefios.

Para valores tipicos de estrellas de baja masa y de formacién reciente, como hemos visto en el
capitulo 4, el problema queda descrito por el valor A = 10. Para este mismo caso, €l flujo de emisién a
tiempos suficientemente grandes (~ 2.5 x 10°afios) toma el valor constante S, = 3.37 mJy.

Cabe hacer notar que el trabajo aqui expuesto es un primer paso para analizar la interaccién del flujo
de acrecién rotacional descrito por Ulrich, con el viento estelar. Trabajos posteriores deberian incluir
la presién producida por fuerzas centrifugas para balancear las ec.(2.1) y (3.2), asi como un detallado

andlisis de la zona post-choque para cada flujo.






Apéndice

§A. Cantidades hidrodinamicas en el flujo de acrecién

A continuacién calcularemos el campo de velocidades en el flujo de acrecién descrito en la seccién

§1. La diferencial de la posicién de una particula en coordenadas esféricas es:

dr = dre, + rdfep + rsin 6dge,, (A.1)

donde €; (i=r1,0,¢) es un vector unitario en la direccién i. El valor correspondiente de la velocidad
se obtiene de la ec.(A.1) dividiendo por la diferencial del tiempo dt.

La solucién al potencial central Newtoniano con energia cero, como se manifiesta en la ec.(2.1) se
da a continuacién (Landau & Lifshitz, 1989):

po N (A.2)
1+ cos o’

donde la variable primada se refiere a las coordenada que describe la trayectoria de una particula de

fluido sobre el plano de la pardbola (fig.(I.1)) y 9t = I'2/GM, siendo T', el momento angular normal al

plano de la trayectoria.

El material que se acreta hacia la estrella y el disco, lejos de la estrella (a la distancia r,) tiene un
momento angular I'. A esta distancia, la velocidad de la particula de fluido es 9o = PToo 5in Op€y. De
esta manera el momento angular inicial estd relacionado con el momento angular normal al plano de la

trayectoria por:

I' =Thsendp. (A.3)

Las coordenadas primadas, estdn relacionadas con las no primadas mediante transformaciones linea-
les sencillas que involucran rotaciones, de las cuales se obtiene: cos @’ = —sin @ sin0/sin 0, sin @ =
tan 0p/ tan 0. Utilizando la ec.(A.2), la trayectoria de las particulas expresada en las coordenadas no
primadas es:

2
T sme (A.4)

T4 (-I __ cosB )
cos B
Utilizando la ec.(A.1) y el valor del momento angular del material en acrecién, asi como la ec.(A.4),
se encuentra ficilmente el valor de la velocidad azimutal. Con esta tdltima y la ec.(2.1) se obtiene

entonces el campo de velocidades (Ulrich, 1976):



GM\ /2 cos 0\ /2
(" (-22)"
T cos 0y

GM\ 2 cos 8y — cos O cos9 \ /2
Vg = - 1+ ,

sin O cos 0y
o — GM\ 2 1 cos 0 stineo (A5)
¢\ r cos 6, sin@ '

Para encontrar el campo de densidades utilicemos la conservacién de masa a través de un tubo de

corriente, es decir:

pv-dd =pv-dd| , (A.6)
T=Too T
donde el elemento de 4rea estd dado por:
dd = *sin 8d6d @€, + rsin 8drd@ey + rdrd6e,. (A7)

Como hemos supuesto hasta ahora, lejos de la estrella el material se acreta hacia la estrella de
manera uniforme y constante en el tiempo, por lo que:
M = 47tp00|'ur\r§o = const, (A.8)

donde M representa la tasa de acrecién. Por otra parte, para un radio fijo, de la ec.(A.4) se obtiene que:

sin 0dO = {1 e (—1 + 3cos? eo) } sin 6,d6), (A.9)

donde { = r/rq. Utilizando la ec.(A.6), eq.(A.8) y la ec.(A.9) se encuentra el valor de la densidad como

funcién de la posicién:

M

P= 472 | vy |

{1 + 7! (—1 + 3 cos? 60) }7] . (A.10)

§B. Solucion de una ecuacién cubica

Consideremos la ecuacién cibica

x>+ 3ax +2p =0, (B.1)

que es la forma reducida de Cardan para cualquier ecuacién algebraica de tercer orden, donde en este

caso « > 0. Una forma sencilla de encontrar las soluciones de la ec.(B.1) es la siguiente:

(1) Signo + en la ec.(B.1) . Utilicemos la conocida relacién trigonométrica:



sh3t = 4sh3t + 3sht, (B.2)

y hagamos:

sh3t = q, sht = Ax. (B.3)

Sustituyendo las ec.(B.3) en la ec.(B.2) obtenemos:

3 q
3
X +4)\2x e =0. (B.4)

Identificando la ec.(B.4) con la ec.(B.1) obtenemos:

1 B

y entonces al sustituir la ec.(B.5) en la ec.(B.3) obtenemos la solucién

x = 2a'/?sh {%ash <—%> } . (B.6)

(1) Signo — y B?> — o >0 en la ec.(B.1) . Andlogamente al inciso anterior, utilicemos la férmula
ch3t = 4ch®t — 3cht y hagamos ch3t = g, cht = Ax. Entonces de la misma forma que antes se

obtiene q = —B/a%/2, A =1/2&/?, que finalmente lleva a la solucién:

x = 2a'/%ch {%ach (—%) } . (B.7)

(m) Signo — y B2 — & < 0 en la ec.(B.1). Para este caso utilicemos cos3t = 4cos®>t — 3cost.
Haciendo entonces los cambios cos 3t = g, cost = Ax, se obtiene q = —f /32, A =1/2«'/2, de

donde se obtiene la solucidn:

x = 2a'/? cos {%acos (—%) } . (B.8)

La ec.(B.6), ec.(B.7) y la ec.(B.8) son las soluciones buscadas a la ec.(B.1). Sin embargo una ecua-
cién algebraica de tercer grado posee tres soluciones, las cuales se manifiestan en las soluciones antes

encontradas. Para esto, basta con recordar que:



acosz = Facospz + 2k,
ashz = (—)kashpz + 2k, k=0, +1, £2,...
achz = Fachpz + 2k, (B.9)

donde el subindice p se refiere a la hoja principal de Riemann.

De la ec.(B.6), la ec.(B.7) y la ec.(B.8) junto con la ec.(B.9) vemos que para los casos (1) y (11), se
tienen dos raices complejas y una real. Sin embargo para el caso (I11) se tienen tres raices reales (basta
con escoger k = 0,£1 por ejemplo).

Para el problema que nos interesa, identifiquemos la ec.(1.18) con la ec.(B.1). Es decir, hagamos:

r—1
3

‘, B :_rcose’ X = cos 0. (B.10)

X = >

Dado que las soluciones que nos interesan deben ser reales, para el caso (1) y (11) basta con escoger k =
0. Para la solucién en el caso (111), por la simetria del problema, basta con analizar el cuadrante 0 < 0 <

3/2

7t/2. Pongamos u = —f/«”/“ y analicemos el comportamiento de la funcién ¢ = cos{( 1/3 )acosu + 2k}

para k = 0,£1. Dado que para pu > O esperamos que ( > 0, la tinica opcién es escoger k = 0, pues

sucede que ((u > 0,k =0) > 0. En otras palabras, hemos mostrado que la solucién de la ec.(2.15) es:

20'/2sh {%ash (—%)} , signo +
X = ¢ 2a'/%ch {%ach (—“f/z)} : signo —y 2 —a® >0 , (B.11)
2a1/? cos {%acos (— “f/z)} , signo—ypi—ad<0

donde x, x y P estdn dados por la ec.(B.10).

§C. Método de MaCormack & Paullay (1972)

A continuacién explicaremos brevemente un método numérico para resolver temporalmente la ecua-
cidn:
or or

para un dngulo polar 0 fijo, donde en general A y B son funciones que dependen de la posicién r, del

dngulo 0 y del tiempo t. Adjunta con la ec.(C.1) se impone la condicién inicial:

r =ro, (C.2)

t=0



para todo 6. Generalizando el método de Euler (Abramowitz & Stegun, 1970), la solucién avanzada de
la ec.(C.1) es:

r(6,t+ At) =71(6,t) + % At, (C.3)

0t

donde At es un pequeiio intervalo de tiempo. Con ayuda de la ec.(C.1) la ec.(C.3) puede escribirse

como:

r@,t+At) =1(0,0) + (AL +B) At (C.4)
20 ot

En la préctica sucede que el cdlculo de 0r/00 debe hacerse de manera discreta, que no se considera
en la ec.(C.4). Un método que considera el cédlculo de la derivada de la posicién con respecto del dngulo

polar discretamente es el método de MaCormack & Paullay (1972), que describiremos a continuacién.

El problema en cuestién estd caracterizado por las cantidades A, B, 1, 0. De aqui se pueden construir
dos tiempos: 1/|B| y A8/|A|, donde AO = (Omax — Omin) /N ¥ Omax ¥ Omin se refieren a los valores del
dngulo polar médximo y minimo respectivamente, n es un niimero entero suficientemente grande. De

esta manera, el intervalo de tiempo At se elige como:

(C.5)

At = Cmin {T(Gi) Ae} )

Bl 'IA|

=0
donde ( es un nimero suficientemente pequefio y 0; =1A0 4+ O (1 =0,1,...1).

Para calcular el valor de la posicién r al avanzar el tiempo At, primero se utiliza la ec.(C.4) calculando
la derivada de manera discreta hacia la derecha, excepto en el borde, donde se calcula hacia la izquierda,
obteniendo asf el valor r4(0;). A esta posicién avanzada se le avanza nuevamente en el intervalo de tiempo
At, utilizando la ec.(C.4) y calculando la derivada de manera discreta hacia la izquierda, excepto en el

borde, donde se calcula hacia la derecha, obteniendo el valor r(0;). Se puede mostrar que la posicién:

(86, t+ AL = 2 {ra(80) + (60}, ()

coincide con la solucién de la ec.(C.1) expandida en serie de potencias hasta segundo orden temporal y

espacialmente.

En la prictica suele suceder que la solucién obtenida con la ec.(C.6) presenta picos. Para suavizar
estas soluciones se utiliza un método conocido como corrector de flujo (Boris & Book, 1973, 1976), que

describiremos a continuacién. Consideremos:



1
R(6;,t + At) =7(6,t + At) + a {r(Bi11,t + At) — (611, t + At)},
1
R(e()) t+ At) = E {T(e()) t+ At) + T(el yt+ At)})

1
R(On, b+ At) = 5 {r(B 1, t + At) +7(On, t + AL)]. (C.7)

Para analizar la existencia de picos en la solucién de la ec.(C.6), hagamos q; = r(0;,t + At) —

r(0;_1,t + At) y analicemos distintos casos:

(1)

didi+1 < O (existe pico). Se escoge la solucién suavizada y avanzada en el tiempo de la ec.(C.1)
como:
S(6;,t + At) = R(6;,t + At), (C.8)

coni=0,1,2,...,n.

didi+1 > O (no existe pico). Se escoge la solucién poco suavizada o no suavizada de la ec.(C.1)
como:
S(0i,t + At) = R(0;,t + At) — g{r(eiﬂ yE+AL) —1(0; 4, + At} (C.9)

donde € = 1 es una solucién no suavizada y € < 1 es una solucién poco suavizada para i #0,n
(nosotros utilizamos el valor € = 0.9). En los bordes (i = 0,n) la solucién se toma como en la
ec.(C.7).
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